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1. Propiedades de Clausura

Teorema 1.1. SiL;, L, son regulares, son regulares L; U Ly, L; - Ly, LT, Lir.

Demostracién. Todas las operaciones anteriores se pueden demostrar a través de expresiones regulares. O

Teorema 1.2. Si L; y L, son regulares, entonces L; N L, es regular.

Demostracion I. Consideremos DFA's M) = (Q1,%,61,q1,F1) y M2 = (Q2,%,82, 42, F2) y Ly = £ (M), L, = £ (M).
La interseccion entre ambos DFA’s no es mds que

M=(Q1xQ2,%,6,(q1,q2), Fi x F2),

coné((p,q),a)=(61(p,a),62(q,a)) paratodo p€ Q1, g€ Q,, a€ =. Entonces Ly N Ly = £ (M). O
Demostracién II. Usando el teorema 1.1 y el teorema 1.3: Si L; y L son regulares, son regulares L; y Ly, y:
(L ufz) =LinLy
Por lo tanto, los lenguajes regulares son cerrados respecto a la interseccion. O
Teorema 1.3. Si L es regular, entonces Les regular.

Demostracién. Sea M = (Q,ZX,8, qo, F) un DFA, con L= % (M). Entonces el DFA M = (Q, %, 8, o, Q\ F) O

Observacion: Lademostracion del teorema 1.3 no se puede hacer con NFA, porque existirdn palabras que un NFA
acepte, pero su complemento no necesariamente aceptaré lo que el NFA no acepta, dado que no estd determinado
el camino que sigue.

Teorema 1.4. Los lenguajes regulares son cerrados respecto a la diferencia de conjuntos (por ejemplo, A\ B)
Demostracién (via propiedades). Es sabido que:
L1 \L2 = (Ll ﬂLg) ﬂLl

Los lenguajes regulares son cerrados respecto a su complemento e interseccién. Por lo tanto L; \ L, es regular. O
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Demostracién via autématas. Sean L1 = £ (M) y L, = £ (M>) tales que

Ml = (Ql,z,él,CIO,Fl)
M, =(Q2,%,62, po, F2)

Dado lo anterior, podemos construir un DFA
M' =(Q1,%,6,q0, 1\ )
con
5(qo,0) e Fi\F, ;oex”
Pero £ (M') = Ly \ L,. Por lo tanto, L; \ L, es regular. O

Teorema 1.5. Los lenguajes regulares son cerrados respecto a la diferencia simétrica (por ejemplo, A A B)

Demostracion via propiedades. Por definicion:
LiAL,=(LiUlLy)\(LiNnLy)

Los lenguajes regulares son cerrados respecto ala unién, interseccion y diferencia de conjuntos. Porlo tanto L ALy
es regular. O

Demostracién via autématas. Sean L1 = £ (M) y L, = £ (M>) tales que

M =(Q1,%,61,90, F1)
M, =(Q2,%,62, po, F2)

Dado lo anterior, podemos construir un DFA
M' =(Q1,Z,6,q0, F1 A Fy)
con
5(qo,0)e FLAF, ;oex”
Pero £ (M') = L) A L. Por lo tanto, L; A L; es regular. O

Definicion 1.1 (Substitucién). Sea L unlenguaje sobre Xy sean L, lenguajes sobre A, paratodo a € X. La substitucion
o dada por L, se define:

a1ay...ay— LgLa,...Lg,
Esto puede extenderse a lenguajes en forma natural:

o)=Jow

ael

Observacion: La substitucién reemplaza cada simbolo de X por un lenguaje sobre A. Nétese que este lenguaje
sobre A puede ser regular o no regular. No hay restriccciones.

Teorema 1.6. Los lenguajes regulares son cerrados respecto a la substitucion.

Demostracién. Sean L, L, regulares para a € X. Supongamos R.E.s Ry R, tales que:

L=2%(R)
Lo=2(Ry)
para todo a € X. Substituyendo R, para a en R, obtenemos una R.E. para o (L). O



INF155 Informaética Tedrica Clase 9 Propiedades de Clausura

Definicién 1.2 (Homomorfismo). Un homomorfismo de * a A* es una funcién h : £* — A* tal que h(aﬁ) =
h(a) h(p) paratodo a, f e =*

Observaciones de un homomorfismo:
= Esclaroque k(e) =€, ypor h(a1az...a,) = h(a)) h(ap)---h(ay) y basta definir h paraa € X.

= Un homomorfismo preserva una operacién. Para lo que estamos viendo preserva la operacioén de concatena-
cion.

= Un homomorfismo transforma cada simbolo de X por una palabra sobre A*

Teorema 1.7. Los lenguajes regulares son cerrados respecto al homomorfismo.

Demostracién. Un homomorfismo es una substitucién de un lenguaje de una palabra. O

Teorema 1.8. Los lenguajes regulares son cerrados respecto de homomorfismo inverso.

Demostracion. Sea L < A* un lenguaje regular, h: =* — A* un homomorfismo. Sea M = (Q, A, 8, qo, F) un DFA tal
que L= 2 (M).EIDFA M’ = (Q,%,8’, qo, F) con 6’ (q,a) = 6 (q, h (a)) para todo g € Q, a€ = acepta h™! (L). O
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