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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Preambulo

Idea Teoria de lenguajes autématas, computabilidad, complejidad.

1.1.1. Alfabetos, palabras, lenguajes

Definicién 1.1. Un alfabeto es un conjunto finito de simbolos atémicos. Suelen nombrarse con sim-
bolos griegos mayusculas: Z,T', A...

Definicién 1.2. Una palabra (string) sobre el alfabeto X es una secuencia finita de simbolos de X.
Suelen anotarse a, §,... La secuencia vacia (largo 0) se llama e. El largo de la palabra «a se anota |a| (a
veces lga)

Definicién 1.3. Un lenguaje sobre el alfabeto X es un conjunto de palabras sobre X.

1.1.2. Operaciones entre palabras

Definicién 1.4. Sea X un alfabeto, a = ajay...a;,, B = b1b,...b, palabras sobre X. La concatenacion
entre ay f es:

a'ﬁ=d1d2...amb1b2...bn

Comunmente se anota af.

Notese que la concatenacién no es conmutativa, en general a - # - a.

Es asociativa:
(a-p)-y=a-(B-y)
Vemos que:
€ea=a-e=a
Ademas:
|a-p| =lal+ ]
(Notar que lga - B =1ga +1g B para aficionados a los logaritmos... se cumple la misma propiedad)

9
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Definimos, para n € Ny:

Ojo: abuso de notacién: Sea X un alfabeto, a un simbolo en X. Hay que tener cuidado con la
ambiguedad: a puede ser un simbolo o una palabra. Es importante identificar el contexto.

Usaremos simplemente a para anotar el simbolo y también para la palabra de un simbolo (pala-
bra delargo 1).

De la misma forma, resulta cémodo anotar X para el lenguaje de todas las palabras de largo 1
sobre X.

1.1.3. Operaciones entre lenguajes

Los lenguajes son conjuntos, en consecuencia, las operaciones entre conjuntos también se apli-
can a los lenguajes.

Los lenguajes son conjuntos de palabras. Sean L;, L, lenguajes sobre X:

Definicién 1.5. L,-Ly={a-f:ae€Li Af€ Ly}

Notar que L; - Ly # Ly - L1, en general.

Vemos que: (L - L) - Lg = L - (L2 - L3) — por la asociatividad de concatenacién entre palabras.
Tenemos, por propiedades de unién de conjuntos, si L1, Ly, L3 son lenguajes sobre X:

s LLULy=LyUl,

s (LijUuly)ulLls=LyuU(LyuULs).

= gUL =L1ug=1

(L1-Lp)-L3=1Ly-(L2-L3)
m et Li=Li-{e}=1

Ly (Lp UL3) = (L1 -Lz) U (Ly- L)

(LiULp)-L3=(Ly-L3)U(Ly-L3)
Resulta también:

@-Li=L1-0=9
Cuidado: no confunda @, {¢}, €.

Definicién 1.6. Sea L un lenguaje sobre X. Definimos:

] Loz{g}
» [l sin=0
u L*:ULH
n=0
= L+: UL”
n=1

En particular abuso: X* son todas las palabras sobre X.

Observacién Aplicando las definiciones anteriores, se tiene que:

L*=L-L*=L"-L
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1.2. Expresiones Regulares

Idea: Aprovecho de las operaciones entre lenguajes...

Definicién 1.7. Sea X un alfabeto. Definimos expresiones regulares (R.E.) y los lenguajes que denotan
mediante los siguientes:

i. @ denota @
ii. €denota {e}
iii. Para a € X, a denota {a}.
Sean R, S expresiones regulares que denotan Ly Ls.
iv. (R)-(S)denota Lg-Lg.
v. (R) | (S) denota Lr U Rs.
vi. (R)* denota L}, (son cero mas cosas que se pueden obtener de R).
Extraoficialmente:
= (R)" con n €Ny denota Lg.

* (R)" denota Ly, = Lg-Lj.

Nota: En el fondo las R.E. son reglas de construccion de lenguajes

Notacién: Evitar (), dejarlos s6lo “cuando necesario”.
» Consideramos ()", ()*, ()* como “potencias”, es lo que primero se hace.
» Consideramos ¢ como “producto”, segunda precedencia. Comtinmente se omite.
= Consideramos | como “suma’, precedencia mas baja.
= Sabemos que ey | son asociativos, no importa el orden.
Ejemplos:

= a*b*:son todas las palabras que comienzan con 0, 1 o muchas a’s, y enseguida continta con
0, 1 o muchas b’s.

» (a | b) *: son todas las combinaciones que podemos formar con a’s y con b’s.
L] a| b*: palabras que pueden ser 1 a, muchas b’s o una palabra vacia (e).

" q (a | b) * b: todas las palabras sobre {a, b} que comiencen con a y terminen con b.

Algunas propiedades:
» (R)* =R*
» R*=R"|e
= R*R*=R*
» R*R*=R*
= R*R*=R*

Teorema 1.1. Sea la ecuacién entre lenguajes sobre X:
X=A-X|B 1.2.1)
dados A, B < X*. La solucién a la ecuacion de lenguajes (1.2.1) viene dada por:

X=A*B (1.2.2)
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Idea de Demostracién: Hallar una aproximacion...

Sabemos que B € X. Si tomamos B y substituimos al lado derecho: XV’ = AB U B. Nuevamente:
X® = A2Bu AB U B. Al final nos queda:

—X=A"B (1.2.3)
Veamos:
A(A*B)|B=AA*B|B
=A"B|B
=(a"]e)B
=A*B=X

O sea, X = A* B es una solucion. ;Hay més?
Sie € A, cualquier conjunto que incluye A* B es solucién (elija € - X = X como primer término).

Sie ¢ A: sospechamos solucién tnica...

Demostracién. Por contradiccién. Supongamos que a € X, a ¢ A* B. Entonces:
ac€A-XUB

Sabemos a ¢ B< A*B. Porlo tanto, a € A-X.Osea,a = uv,conue€ AyveX.Comoe¢A, |ul>
0, |v| < |al, y podemos repetir el mismo razonamiento con v ¢ A* B. Esto es absurdo, no podemos
acortar indefinidamente. O

1.3. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Escriba la expresién regular que acepta cadenas del alfabeto {0, 1} que terminanen 1y
los 0’s siempre estan seguidos de al menos dos 1’s.
Solucion. Larespuesta es:

(o11]1)"1

O

Ejercicio 1.2. Escriba la expresién regular de los strings que comienzan con aba y terminan con
baca.X> =1{a,b,c}.
Solucién. Basicamente, la expresion regular que buscamos es:

abaXbaca (1.3.1)

donde X corresponde a la expresion regular que representa un “cualquier cosa”. Para el alfabeto X
que tenemos, se tiene que

X=(a|blc)’

Al reemplazar X sobre (1.3.1) se obtiene:
aba(a|b| ¢)" baca (1.3.2)
A simple vista podriamos decir que estamos listos. Sin embargo, (1.3.2) rechaza la palabra abaca,

string que comienza con aba 'y termina con baca. Para solucionar este problema simplemente uni-
mos abaca ala expresion regular (1.3.2). Entonces, el resultado final es:

aba(a|b|c)" baca|abaca



Pag. 13 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ejercicio 1.3. Dado al alfabeto X = {a, b, ¢}, construya una expresion regular que acepte todos los
strings que contienen al menos una a y una b.

Respuesta.
(alblc) a(alb|c) b(a|blc)" | (alb|c)" b(a|b|c)" a(a|b|c)”
O
Ejercicio 1.4. Construya una expresiéon regular de todas las palabras en las que aparecen las a’s antes

delas c’scon X ={a, b, c}.

Respuesta.
(alb)" (b]c)
O
Ejercicio 1.5. Construya una expresion regular de todas las palabras que comiencen en ab y termi-

nen en bc.

Respuesta.
ab(a|b|c)" bc|abce
O
Ejercicio 1.6. Construya una expresion regular para todas las palabras que comiencen en a, contie-

nen b exactamente 2 veces y terminan en c.

Respuesta.
a(alc)*b(alc) b(alc)c
O

Ejercicio 1.7. Construya la expresion regular para el lenguaje de cadenas de largo impar con X =
{0, 1}.
Respuesta. Buscamos todas las combinaciones posibles:

= 000

= 001

= 010

= 100
Por lo tanto, la respuesta es:

(0]1) (00| 10|01 ]11)"

Ejercicio 1.8. ;Las palabras del lenguaje espafiol generan un lenguaje finito?

Respuesta. La RAE tiene todas las palabras que forman el lenguaje espafiol. Dicho diccionario esta
compuesto por un conjunto finito de palabras, en consecuencia, el lenguaje espafiol es finito. O

Ejercicio 1.9. ;“El cantar del Mio Cid” es un lenguaje regular?

Respuesta. “El cantar del Mio Cid” es un conjunto finito de palabras, por lo tanto, es un lenguaje
regular (s6lo basta con crear una expresién regular que una todas las palabras del cantar). O
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Capitulo 2

Autématas Finitos

Idea: Un computador muy rudimentario. Estd en un estado, y va a otro conforme lee simbolos.
Parte en un estado inicial, si luego la palabra estd en un estado final acepta.

Ejemplo 2.1. Consideremos los comentarios en C, los cuales siempre comienzan con “/*” y termi-
nan con “*/”. Para nuestro ejemplo, usaremos >~ = {/, *, a}. Entonces, algunos ejemplos de comen-
tarios en C son:

= /*aaax/
oy

» /*/aaa/*/

= /xaaa/*aaax/

La Figura 2.1 muestra un ejemplo de autémata que acepta comentarios en C.

a, / *
N , R
Inicio —
\_/
a
/, a
*, a

*, a, /

X

Figura 2.1: Comentarios generales en C. Por otro lado, x es un estado
muerto.

Definicion 2.1. Un estado muerto corresponde a aquel estado en que el autémata no puede salir. Esta
demas decir, que todo autémata que entre en un estado muerto rechaza.

2.1. Automatas Finitos Deterministas (DFA)

Definicién 2.2. Un autémata finito determinista (DFA):

M=(Q,%,6,90,F) (2.1.1)

Consta de:

15



2.1. Autématas Finitos Deterministas (DFA) Pag. 16

= Q: conjunto finito de estados.

2. alfabeto

= §: funcién de transicién, 6 : Q x Z — Q
= ¢o: estado inicial, tal que gy € Q.

= F:estados finales, tales que F < Q.

Observacion: El autémata sélo tiene 1 estado inicial, nunca mas.

Definiciéon 2.3. Sea M = (Q, %,6,q0, F ) un DFA. Se define la funcidn de transicién extendida de M me-
diante:

O

(a.€)=q, ;paratodo g€ Q
5(q,ax)=6(5(q,a),x) ;paratodogeQ aex* xeX

Idea: Donde llega M, partiendo de g y consumiendo a es § (q,a).

Definicién 2.4. Sea M = (Q,Z,5, go, F) un DFA, § : Q x £* — Q su funcién de transicién extendida. El
lenguaje aceptado por M es:

£ M) ={0:5(qo,0) € F} 2.1.2)

En castellano: las palabras en ~* que llevan a M desde gy consumiendo ¢ van a un estado final F.

Abuso: No hay confusién entre 6, )

Definicién 2.5. Sea M = (Q, %,6,q0, F ) un DFA, donde suponemos XN Q = @. Una descripcion instan-
tdnea de M es una palabra de la forma:

aqp (2.1.3)
cona,feX*,geq.

Laidea de la descripcién instantdnea (2.1.3) es: “M ley6 a, estd en el estado g y le falta por leer .

Definicién 2.6. Sea M = (Q,Z,(S, 90, F) un DFA. Definimos la relacion de transicion de M entre des-
cripciones instantdneas (IDs) de M por:

agxBryaxppB ;paratodo a, f€ =" talque 5 (g, x) = p (2.1.4)
Normalmente escribimos simplemente - porque siempre hablamos del mismo autémata.

Definicién 2.7. Sea R € A x A una relacion. La clausura transitiva de R, R* es la misma relacion que
incluye a R que es transitiva. La clausura reflexiva y transitiva de R, R*, es la minima relacién que es
reflexiva y transitiva que contiene a R.

En la practica:
= aR"b:De allego a b en 1 0 mds pasos de R (con sucesiones se intrepreta como el “mayor que”)

= aR*b: De allego a b en 0 0 més pasos de R. (con sucesiones se intrepreta como el “mayor o
igual que”)

Definicién 2.8. Sea M = (Q,Z,8, qo, F) un DFA. El lenguaje aceptado por M es:

LM)={o:qoo 095 Nqy € F} 2.1.5)

Cabe destacar, que la Definicion 2.4 y la Definicién 2.8 son equivalentes.
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EQVA Convensace de ello...

2.2. Automatas Finitos No Deterministas (NFA)

Definicién 2.9. Un autémata finito no determinista (NFA):

M=(Q,%,8,9,F) (2.2.1)
consta de:
= (Q: conjunto finito de estados.
= X: alfabeto.

s §: funcion de transicion, § : Q x (Zu{e}) — 2Q donde 29 es el conjunto de potencia.

= ¢o: estado inicial, gg € Q

= F:estados finales, F < Q

Notar que las movidas no estan determinadas. La idea es que M acepte si hay una secuencia de
movidas en las que consume la palabra y termina en un estado final.

Definici6én 2.10. Definimos ID para NFA igual que para DFA.

Definicion 2.11. Sea M = (Q,Z,(S, 90, F) un NFA. Definimos la relacion de transicion de M entre IDs
de M mediante:

L agBtyapp, siped(qe)
. agxfra axpp siped(q,x)
Donde a,f€X*, p,qge Q, x€X.

Definici6én 2.12. Sea M = (Q,%,8, qo, F) un NFA. El lenguaje aceptado por M es:
LM)={o:qooty,0qrNqF€eF} (2.2.2)

Notese que las definiciones 2.12 y 2.8 son exactamente iguales.

Ejemplo 2.2 (Ejemplo NFA). Palabras sobre {a, b, c} comiencen en una secuencia de a’s y b’s que
terminen en abc (que es lo mismo que la expresion regular (a | b) " abo):

a,b

a b c

Inicio —| 41 q2 q3 qa

Figura 2.2: El NFA tiene la opcién de elegir ir al estado ¢; o al g2
consumiendo a cuando se encuentra en q;. Esta capacidad del NFA
de poder “elegir” o “adivinar” siempre el camino correcto se le llama

no-determinismo.

En contraste con el NFA de la Figura 2.2, un DFA para la expresion regular (a | h)* abc seria:

Como podemos observar, la construccién de un DFA es més complicada que la de un NFA, dado
que el no-determinismo nos permite hacer cosas que el DFA no permite, como las transiciones con €
por dar un ejemplo.
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I

P a — > C
Inicio —{ 40 ——(q1 | | G2 ——| 43

N Y

b

Figura 2.3: DFA de la expresion regular (a|b)" abc.

2.3. Relaciones entre DFA, NFA y Expresiones Regulares

2.3.1. Obtencion de un NFA a partir de una expresién regular

DFA es caso particular de NFA:
» 5(g,e) =@ paratodo g€ Q
» |6(g,x)|=1paratodo ge Q, x€ X
= Por lo tanto, aceptado por DFA < aceptado por NFA
R.E. — NFA:
= Dada una R.E. sobre X, construimos un NFA que acepta el lenguaje que denota.

Teorema 2.1. Sea R una expresion regular sobre . Construimos un NFA que acepte £ (R).

Demostracion. De la definicién de expresiones regulares (R.E.) podemos decir lo siguiente:

i. Equivalencia entre R.E. y NFA de lenguaje vacio @:

Inicio —

ii. Equivalencia entre R.E. y NFA de palabra vacia e:

Inicio — >

iii. Equivalencia entre R.E. y NFA de un simbolo g, tal que a € X:

.. a
Inicio — —_—

Notar que todos los NFA construidos tienen un estado final, y una vez que se “entra” no hay forma
de volver atrés; y una vez “sale” (llega al final) no hay manera de devolverse.

Ahora supongamos que tenemos dos expresiones regulares R y S tal que estas tienen sus respec-
tivos NFA’'s indicados a continuacion:
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Inicio —

Inicio —

Figura 2.4: Los rectangulos que encierran los estados con lineas
punteadas representan el NFA de la expresion regular
correspondiente.

Luego, podemos decir:

= Operacion OR entre dos expresiones regulares: (R) | (S):
R

o N

Inicio —

Inicio —

= Estrella Kleene de una expresion regular: (R)*:

€
. . € R €
Inicio — > >
€

» Kleene Plus de una expresién regular: (R)* = (R) - (R)*:

€
€ €
Inicio — R e R —
€
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2.3.2. Obtencion de un DFA a partir de un NFA
La Figura 2.5 describe lo que llevamos hasta el momento.

R.E.

NFA

DFA

Figura 2.5: Gracias al teorema 2.1, podemos obtener un NFA a partir
de una expresion regular.

Idea: Los estados del DFA registran el conjunto de estados en que puede estar el NFA.

Problemas del NFA:
= Transiciones €.

— € —closure (A) = conjunto de estados que pueden alcanzarse mediante transiciones €.

Para calcularlo:
e of < ¢—closure (&)

e Sigee—closure(«), ype 6(q, 6), entonces p € € — closure («f). La idea es repetir los
anteriores hasta que no hayan cambios.

= El conjunto 29 es gigante = construiremos s6lo los conjuntos alcanzables desde el estado ini-
cial.

2.3.2.1. Algoritmo
Sea M = (Q,X,8, qo, F) un NFA. Definimos el DFA M’ = (29, 3,6/, q;, F') mediante lo siguiente:
» o =€—closure({qo})
s F={dcQ:dNF#p}

» §'(of,x)= | e—closure(§(q,x)) ;paratodo of < Q,x€ X
qged

Entonces £ (M) = £ (M)

Ejemplo 2.3 (Convertir NFA a DFA). Consideremos palabras sobre X = {a, b, c} descritos por:

(a|b)" abc (2.3.1)

Lo primero que tenemos que hacer, es obtener el NFA de la expresion regular (2.3.1). Para ello, le
aplicamos el Teorema 2.1 conllevando al resultado dado por la Figura 2.6.
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€
Inicio —{ 0 ——( 1

N

10

Figura 2.6: NFA de la expresion regular (a|b)” abc tras aplicar el
método de Thompson.

Comenzamos contruyendo una tabla de la forma:

‘Conjunto‘a‘b‘c‘Tipo
| N

Cuadro 2.1: Tabla inicial de conversién NFA a DFA. La
completaremos con el tiempo.

Comenzamos aplicando la operacion € — closure () al estado inicial. Sélo para este estado lo hare-
mos paso por paso:

= De estado 0 podemos ir a los estados 0, 1 y 7. Por lo tanto, hasta el momento € — closure ({0})
viene dado por:

€ —closure ({0}) = {0,1,7,... (2.3.2)

Noétese que el estado 0 tambien va como resultado de la operacion € — closure (). Esto se debe a
que podemos acceder a través del mismo consumiendo ¢ a través de un loop, algo totalmente
valido para un NFA.

Antes de continuar, le agregamos una marca al estado 0 para recordarnos que ya encontramos
los estados a los cudles podemos acceder a través de él consumiendo e:

v
€ —closure ({0}) = {0,1,7,... (2.3.3)

= Recuerde que € — closure () es una operacion recursiva, por lo tanto tendremos que ver a qué
estados podemos acceder consumiendo € de los que obtuvimos con 0.

Continuamos con el estado 1, y a través de él consumiendo € podemos acceder a los estados 2
y 4. Los agregamos al conjunto de salida de (2.3.3):

v
€ —closure ({0}) ={0,1,7,2,4...

Luego, le colocamos una marca al estado 1 para recordarnos que ya vimos a qué estados pode-
mos ir consumiendo €:
v 7
€ —closure({0}) ={0,1,7,2,4... (2.3.4)
» Continuamos con el estado 7. A través del estado 7 consumiendo € s6lo podemos ir al mismo
7. Por lo tanto, no agregmaos nada al conjunto de salida de (2.3.4) y colocamos una marca en
el estado 7:
a4
€ —closure ({0}) ={0,1,7,2,4... (2.3.5)
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= Continuamos con el estado 2. Ocurre lo mismo que con 7, consumiendo € sélo podemos ir a 2.
Por lo tanto el conjunto de salida (2.3.5) queda intacto. Antes de pasar al siguiente le colocamos
una marca al estado 2:

Vv vy
€ —closure({0}) ={0,1,7,2,4... (2.3.6)
= Seguimos con el estado 4. De la misma forma que los estados 2 y 7, s6lo podemos acceder al
estado 4 consumiendo €. En consecuencia, el conjunto de salida de (2.3.6) queda intacto. En
este momento, agregamos una marca a dicho estado:
4
€ —closure({0}) ={0,1,7,2,4... 2.3.7)
= Ahora que tenemos con una marca todos los estados del conjunto de salida de € — closure (),

vemos que el resultado de € — closure ({0}) es el mismo (2.3.7). Los reordenamos para mantener
el orden:

€ —closure ({0}) = {0,1,2,4,7} (2.3.8)

El resultado de (2.3.8) no se encuentra en nuestra tabla, asi que lo agregamos y le damos un nom-
bre... A:

‘ Conjunto ‘ a ‘ b ‘ c ‘ Tipo
Alworzan| | | |

Luego, para cada estado de A vemos a cuéles podemos acceder consumiendo a, by c. Alos resul-
tados arrojados le aplicamos € — closure ().

Convencién: Usaremos la notacién g — o, con q € 29 y o € X para mostrar a qué estados podemos
ir desde g consumiendo o (el resultado es un conjunto):

Comenzamos con A — a (;a qué estados podemos ir desde el conjunto de estados A consumien-
do a). Recordemos que A ={0,1,2,4,7}, entonces:

= Delos estados: 0,1,4 no vamos a ninguna parte consumiendo a.

= Del estado 2 vamos al estado 3 consumiendo a. Agregamos este estado al conjunto de salida de
A—a:

A—a=1{3...

= Del estado 7 vamos al estado 8 consumiendo a. Agregamos este estado al conjunto de salida de
A—a:

A—a=1{3,8,...
= Como ya vimos todos los estados de A a los cuales podemos ir consumiendo a, vemos que:
A—a=1{3,8} (2.3.9
Inmediatamente, aplicamos la operacién € — closure () a (2.3.9):
€ —closure({3,8}) = {1,2,3,4,6,7,8} (2.3.10)

El conjunto {1,2,3,4,6,7,8} no se encuentra en la tabla, por ende se agrega y se bautiza:
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‘ Conjunto ‘ a ‘ b ‘ c ‘ Tipo
A {0,1,2,4,7} B
B | {1,2,3,4,6,7,8}
Continuamos donde quedamos:
A— b=1{5}
€ —closure ({5}) ={1,2,4,5,6,7} (2.3.11)

El resultado (2.3.11) no se encuentra en la tabla, asi que lo agregamos y le damos un nombre:

Conjunto ‘ a ‘ b ‘ c ‘ Tipo
A {0,1,2,4,7} B |C
B | {1,2,3,4,6,7,8}
C {1,2,4,5,6,7}

De inmediato, seguimos con A — c:

A—-c=9

€ —closure (@) = @

El conjunto vacio no estd en nuestra tabla, asi que lo agregamos:

Conjunto a| b | c | Tipo
A {0,1,2,4,7} B|C|D
B | {1,2,3,4,6,7,8}
C {1,2,4,5,6,7}
D ?

Rapidamente, vemos que del conjunto vacio sin importar lo que consumamos no llegaremos a
ningun estado, es decir, uno vacio. Entonces:

Conjunto a| b | c | Tipo
A {0,1,2,4,7} B|C|D
B | {1,2,3,4,6,7,8}
C {1,2,4,5,6,7}
D ) D|D|D

Realizamos el mismo procedimiento para B:
B—a=13,8}

Ya hemos aplicado previamente € —closure () a {3, 8} (ecuacién (2.3.10)). Por lo tanto, es obvio que del
conjunto B consumiendo a llegamos al mismo B:
Continuamos:
B— b=1{5,9}
€ —closure ({5,9}) = {1,2,4,5,6,7,9}
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Conjunto a | b | c | Tipo
A {0,1,2,4,7} B|C|D
B | {1,2,3,4,6,7,8} | B
C {1,2,4,5,6,7}
D ) D|D|D

{1,2,4,5,6,7,9} no estd en la tabla. Asi que lo agregamos con nombre incluido:

Conjunto a | b | c | Tipo
A {0,1,2,4,7} B|C|D
B | {1,2,3,4,6,7,8} | B | E
C {1,2,4,5,6,7}
D ) D|D|D
E | {1,2,4,5,6,7,9}
Retomamos:
B—»C:Q

Ya hemos obtenido el conjunto vacio antes, por lo tanto:

Conjunto a| b | c | Tipo
A {0,1,2,4,7} B|C|D
B | {1,2,3,46,7,8 | B | E | D
C {1,2,4,5,6,7}
D @ D|D | D
E | {1,2,4,5,6,7,9}

Pasamos al conjunto de estados C y hacemos lo de siempre:

C—-a={3,8~~B
C—-b={B}~C
C—c=¢p~D

Agregamos la informacién anterior a la tabla:

Conjunto a | b | c | Tipo
A {0,1,2,4,7} B|C|D
B | {1,2,3,46,7,8 | B | E | D
C | {1,2,4567 | B|C| D
D (%) D|D|D
E | {1,2,4,5,6,7,9}

Continuamos el supuesto tltimo conjunto de datos E:
E—a=1{3,8~B
E—-b={5}~C
E — c=1{10}
€ — closure ({10}) = {10}

El conjunto arrojado por € — closure ({10}) no esté en la tabla, asi que lo agregamos con un nombre
unico:
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Conjunto a | b | c | Tipo
A {0,1,2,4,7} B|C|D
B | {1,2,3,46,7,8 | B| E | D
C {1,2,4,5,6,7} B|C|D
D ) D|D|D
E | {1,2,4,5,6,7,9} | B| C | F
F {10}

Nuevamente, para cada estado en F vemos hacia dénde vamos consumiendo a, by c:

F—-a=¢~D
F—»b:@’\/‘-}D
F—c=¢~~D

No tenemos mads estados nuevos, asi que vamos definiendo el “Tipo” de cada uno de los conjuntos
anteriores:

» El estado inicial estd dado por € — closure ({0}), que en este caso es A.

= Por otro lado, todos aquellos que contengan al estado final de nuestro NFA inicial (Figura 2.6),
seran estados finales del DFA resultante. S6lo el estado F contiene a 10, por lo tanto es final.

Finalmente, se tiene que la tabla de transicién de estados 6 del DFA resultante es:

Conjunto a| b | c| Tipo
A {0,1,2,4,7} B | C | D | Inicial
B | {1,2,3,46,7,8 | B | E | D
C 11,2,4,5,6,7} B|C|D
D ? D|D|D
E | {1,2,4,5,6,7,9} | B | C | F
F {10} D | D | D | Final

Cuadro 2.2: Tabla de transicién del DFA resultante

A través de la tabla de transicién definida en el Cuadro 2.2, vemos que el DFA es:

a
a Q a Cc
Inicio —( A ———(B |~ 1 E——{F

b
a

=Clo

Figura 2.7: Un DFA para la expresion regular (a|b)" abc

El DFA de la Figura 2.7 es s6lo un candidato. Existen otros NFA que representan la misma expre-
sién regular, como el que muestra la Figura 2.8.
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i, 0.

a c
Inicio — _a | — T ¢ .
nicio e
\/
b

Figura 2.8: Omitiendo el estado muerto del DFA de la Figura 2.7.

Con ello, completamos el paso NFA — DFA (Figura 2.9).

R.E.

NFA

%

DFA

Figura 2.9: La flecha roja representa que DFA es un caso particular
de NFA.

2.3.3. Obtencion de una Expresion Regular a partir de un DFA

Este truco se usa en variados algoritmos que procesan grafos.

Idea: Dado M = (Q, 2,0, qo,F), numeramos (jarbitrariamente!) los estados Q ={1,2,3,..., n}.

Definimos:

. Rx?): Expresion regular denota las palabras que llevan a M del estado i al estado j, pasando s6lo
por estados {1,2,..., k} entremedio.

Los Rg.” son las palabras que llevan a M del estado i al j sin restricciones.

] Rf;ol?q = llevan a M del estado inicial o al final g5 — | de todos estos denota el lenguaje que M
acepta.

Demostracién (induccion). Para un ejemplo de la demostracién, considere el DFA:

Inicio —{ A

Base Rl(.(]).): Irde i a j directamente. En el ejemplo:

) _ ) _ 0) _ 0 _
Ryp=a, Ryp=9, Rpp=¢, Ryp=¢€ | a
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Induccién Dadoslos Rg), calculamos RE?“’. Opciones:

= Deiaj (Rgf)) pasando soélo por {1,..., k}.

= Deia j, pasando al menos una vez por k + 1 (Figura 2.10).

1,....k

Figura 2.10: Los nodos encerrados en circulos representan el
conjunto de estados {1,..., k}

Es decir:
(k+1) _ (k) | pk) (k) * pk)
Rij _Rij |Ri,k+l(Rk+1,k+1) Rk+1,j
Otraldea Sistema de ecuaciones:

a

0 .

. . a Ve C
Inicio —{ A B JE F

b

a
b b

=Clo

Sea L;; los lenguajes de palabras que llevan de i a j. Por ejemplo, irde Aa C:

Laa=¢€
Lac=bLcc
Lap=alLpp

Otra forma es cémo llegamos a un estado (recuerde partir del inicial):

Li=¢ (de Aa A)
Lp :LAa|LBa|LEa|LCa

(2.3.12)

O
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Para resolver algunas ecuaciones utilice:
X=A-X|B (2.3.13)
Que vimos hace algun tiempo. Recuerde que la respuesta de lo anterior es:
X=A"B
Con ello, tenemos las herramientas necesarias para resolver las 25 ecuaciones. O
Completamos el ciclo:

R.E. NFA

N /S

DFA

Figura 2.11: La flecha roja representa un caso particular de los DFA.

2.4. DFA Minimo

Definici6én 2.13 (DFA minimo). Corresponde un DFA con minimo niimero de estados.

Teorema 2.2 (Myhill - Nerode). Si M = (Q,%,8,qo,F) esun DFAy M’ = (Q',%,6',q(, F') es el DFA
minimo tal que:

LM=2(M), (2.4.1)

entonces los estados de Q' corresponden a una particién de Q (cada estado g’ € Q' corresponde a un
conjunto de estados de Q).

Decimos que en el DFA M = (Q,Z,6, qo, F) la palabra o € =* distingue entre p,q € Qsi 8 (p,0) €
F < 6(g,0) ¢ F. Qué es lo mismo que:

(6(p,o)eFAb6(q,0)¢F)Vv(6(p,o)¢e FAS(q,0)€F)
Cuidado: Distinguir entre p y g no nos dice el camino tomado por el DFA hasta llegar a q.

Idea General: Queremos construir una particién de Q tal que estados en el mismo grupo no se
distinguen. Esto partiendo con un grupo, e ir viendo si alguno de los grupos debe dividirse si con un
simbolo hay estados que llevan a grupos diferentes.

2.4.0.1. Algoritmo para encontrar el DFA minimo

1. Tome Q y dividalo en dos conjuntos (grupos): estados finales y estados no finales.

2. Realice una tabla de transicién de estados. El resultado de salida serd el conjunto de estados al
que se accede consumiendo o € X en lugar el estado g € Q.

3. Compare las filas de cada grupo en la tabla. Si en un grupo existen filas diferentes, dividalo en
tantos grupos sea posible como filas diferentes existan. y vuelva al paso 2.

Nota: Agrupe las filas por grupo de los subconjuntos resultantes.

4. Sipara cada grupo existente, las filas que lo componen son iguales, encontré el DFA minimo.
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Ejemplo 2.4. Consideremos como ejemplo el DFA de la Figura 2.12.

a,b

U
] —— 2

7 aV
c

5/ >abc

NN
b

a,b

Inicio —( 0

Figura 2.12: DFA de ejemplo. Le llamaremos M.

Creamos una tabla de transicién inicial:

al| b | c| Tipo
0|1 | 3|5 | Inicial
11111
2|5 |5 |5 Final
313134
4|5 |5 |5 | Final
5|55 |5

Cuadro 2.3: Tabla de transicién de estados de M.

Creamos dos grupos, subconjunto tendré los estados no finales y el otro los finales:

A=1{0,1,3,5}
B={2,4}

Luego, agrupamos las filas del Cuadro 2.3 segtin el grupo en el que se encuentren:

s Do w = o
R S ST~
N S
> oxlx |0

De la tabla anterior, vemos que las filas que tienen el estado 1y 3 (combinacién AAB) son dife-
rentes de las 0 y 5 (combinacién AAA). Por lo tanto, las dividimos en dos grupos donde:
A=1{0,5}
B={1,3}
C=1{2,4
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Luego, la tabla de transicién de la segunda division es:

a|b|c
O|B|B| A

A
5/A|A|A
1| B|B|C

B
3| B|B|C
2| A| A A

C
4 | A|A| A

Como puede ver en el grupo A de la tabla anterior, sus filas difieren, en consecuencia, creamos
nuevos grupos dados por:

A=1{0}
B = {5}
C={1,3}
D =1{2,4}

Luego, la tabla de transicién de estados para la tercera division es:

al|b| c
A 0|C|C|B
B 5|B|B|B
1/C|C|D
C
3|C|C|D
2| B|B| B
D

4| B|B|B

Como ya no tenemos filas diferentes dentro de un mismo grupo, marcamos los estados no finales
y finales bajo el mismo criterio de siempre. La Figura 2.13 muestra con dibujitos el DFA minimo que

a| b | c | Tipo
A 0| C | C | B | Inicial
B 5|B|B|B
1|{C|C|D
C
3/]C|C|D
2| B|B| B
D Final
4| B| B | B

Cuadro 2.4: Tabla de transicién del DFA minimo.

resulta del Cuadro 2.4.

Ejemplo 2.5. Queremos encontrar el DFA minimo M = (Q,Z,6, qo, F) dado por la Figura 2.14. Para
ello, comenzamos creando los dos conjuntos: los que no son finales y los que si son finales:

A=1{1,2,3,4,6}
B ={5}
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a,b
. . a!b O C
Inicio —{ A C D
¢ a,b,c

Figura 2.14: DFA candidato resultante del ejemplo 2.3 (Figura 2.7).
Nétese que le agregamos un estado muerto

Luego, la tabla de transicién para la primera division es:

a|b|c
1|A|A]A
21 A| A A
A 3| A|A|B
4| A|A|A
6| A|A|A
B 5

Cuadro 2.5: No hay posibilidad de divisién del grupo B, asi que
dejaremos su fila en blanco por el momento. Haremos lo mismo con
los grupos posteriores.

En el Cuadro 2.5, la tinica fila que difiere de las demads en el conjunto A es el estado 3. En conse-
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cuencia, separamos los nuevos grupos son:

A={1,2,4,6}
B={3}
C=1{3}

La tabla de transicién de la segunda division es:

al|b|c
1Al A|A
A 2| A|B| A
41 A|A|A
6| A|A|A
B 3
C 5
Tercera division:
A=1{1,4,6}
B=1{2}
C=1{3}
D = {5}
Tabla de transicion de la tercera division:
al|b|c
1| B|A|A
A 4| B|A|A
6| A|A| A
B 2
CcC 3
D 5

Cuarta divisiéon:

A={1,4}
B = {6}
C=1{2}
D = {3}
E = {5}

El Cuadro 2.6 muestra la tabla de transicién de la cuarta division. Como no hay filas que difieran
dentro de un mismo conjunto de estados, se tiene que el DFA M es el grafo dirigido de la Figura 2.15.
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al|b]|c Tipo
1| B|A|E L
A Inicial
4| B|A|E
B 6|B|C|E
C 2|B|A|D
D 3|E|E|E Final
E 5| E | E | E | Muerto

Cuadro 2.6: Tabla de transicién resultante de la cuarta division.

c

b a c a,b,c
0 (/a
a P
Inicio —{ A — B C D
\j
b

Figura 2.15: DFA minimo de M, correspondiente a la expresiéon
regular (a|b)" abc
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Capitulo 3

Propiedades de los Lenguajes
Regulares

;Hay lenguajes no regulares? ;Cémo demostramos que un lenguaje no es regular?. Hasta el mo-
mento so6lo sabemos que para que un lenguaje sea regular, debe existir un DFA o NFA sea generado
a partir de la expresién regular que genera dicho lenguaje. En este capitulo, veremos otras formas de
demostrar que un lenguaje es regular, ya sea por el Lema de Bombeo, o las propiedades de clausura
para lenguajes regulares.

3.1. Lemade Bombeo

Teorema 3.1 (Lema de Bombeo). SiL esun lenguaje regular, hay una constante N >0talquesio € L,
|o| = N podemos escribir:

o=afy
con |a:,6| < N, B # ¢ tal que para todo k = 0:

a,Bkye L

Demostracion. Sea L = ¥ (M) donde M = [Q,Z,é‘, qo,F) es un DFA. Sea N = |Q|, y sea 0 € L con
|o| = N, y consideremos los estados por los que pasa M al procesar o = ayay --- ay

al az cee an

qo q1 q2 qn-1 qn

Esta es unalista de n+1 > |Q| estados, por el principio del palomar al menos uno se repite.

Sea q; = q; el primer indice para el que un estado se repite, i < j. Es claro que j < N, porque:

al az e aN e an
qo 0N q2 qnN-1 qnN qn-1 qn

La repeticion ocurre en este rango

Vale decir:

Seaa---a;j=a, ajr1--aj=P,aj1---ap=7y.

35
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al cen al cen a] cen aN e an

qo qi q;=4di qn€F

Sabemos:
lap|<N,  B#e

5(q:1,8) = gi, 6 (g0, @) = qi, 5(qi,y) € F. O sea, 6 (qo, aB*y) € F. Vale decir, a¥y € L, para todo k >
0. O

Observacién El Lema de Bombeo es una propiedad que todo lenguaje regular debe cumplir.

Uso Para demostrar que lenguajes no son regulares, usando demostracién por contradiccion.

Teorema 3.2. Ellenguaje
L={a*p*: =0}
no es regular.

Demostracion. Supongamos que L es regular, por lo que cumple el lema del bombeo.

= Sea N la constante del lema de bombeo (Queremos comprobar que el lema de bombeo no se
cumple, o sea, tengo que demostrar que para ningin N sirve).

= Elegimos o = aVbN, |o| =2N = N (el lema asegura que todo o € L, |o| = N funciona, puedo
elegir uno comodo).

= Por el lema de bombeo, o = afy, |af| < N, f #¢€, y para todo k = 0, af¥y € L. (N6tese que no
tengo ningtin control sobre a, B, y. Si usted “fija” alguna de estas particiones, su demostraciéon
no servird).

= En este caso, significa que a € a*, f € a™. O sea, ay tiene menos a que b, ay ¢ L. (Puedo elegir k
(el lema dice que todo k = 0 funciona... basta con encontrar uno que falle). Notese que si k =1,
el cuento no tendrd ninguna gracia.)

Si elegimos k = 0, vemos que la cantidad de a’s superar la cantidad de b’s, por lo tanto, a8’y ¢ L. Sin
embargo, en un comienzo supusimos que L era regular. Entonces, por contradiccién se tiene que L
no es regular. O

Teorema3.3. L= {akz k= 0} no es regular.

Demostracién. Por contradiccién. Supongamos L regular, y sea N la constante del lema de bombeo.
Elegimos o = a™’, |o| = N2 = N. El lema asegura que existen a, §,7; afy = o, |af| < N, B #e, tales
que a By € L para todo k = 0. Considerando tinicamente los largos, sabemos

0<|fl=N

Sea u = |ﬁ| Entonces:

O<usN
N?—u+ ku es un cuadrado para todo k =0
S——
layl  [B¥|
N? + (k—-Du es cuadrado para k=0
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Consideremos k = 2. Entonces
N?+u
es un cuadrado, pero
N*<N?+u<N°+N<N*+2N+1=(N+1)

Por lo tanto, N? + u no es cuadrado. Luego, por contradiccion, se tiene que L no es regular. O

3.1.1. Estrategia de demostracién usando el Lema de Bombeo

Estrategia de lema de bombeo para demostrar lenguaje no es regular: juego con un adversario,
que elige los peores casos para 3, uno elige a gusto para V (Cuadro 3.1).

Sansano | Adversario

Propone L
Pone N, constante del lema

EligeoeL, |lol=N

Divide o = afy, |aB| <N, p#e¢
Elige k=00 k=2 tal que afffy ¢ L
#$!@5 sansano, me gané de nuevo... ya
verd la pr6xima

Cuadro 3.1: Estrategia para demostraciones con lema de bombeo.
En esta ocasion, presentamos la intensa pelea entre el sansano y su
vil adversario.

Teorema3.4. L={a”: p primo} no es regular.

Demostracién. Elegimos o = aP, con p < N primo. Basta considerar largos:
|B|=u, 1susN=sp

Por el lema de bombeo, es primo:
p+k—-Du

paratodo k = 0.

Si elegimos k = p+1, es primo:
p+(p+1-1u=pl+a

y u+ 1= 2. Entonces, por contradiccién se tiene que L no es regular. O

3.2. Propiedades de Clausura

Teorema 3.5. Si L;, L, son regulares, son regulares Ly U Ly, Ly - Ly, L7, LT.

Demostracion. Todas las operaciones anteriores se pueden demostrar a través de expresiones regu-
lares. O
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Teorema 3.6. Si L; y Ly son regulares, entonces L; N L, es regular.

Demostracion I. Consideremos DFAs M) = (Q1,%,61,q1,F1) y M2 = (Q2,2,62, 42, F2) y L1 = £ (M)),
Ly, = & (M5). La intersecciéon entre ambos DFA’s no es mds que

M= (Ql X QZ’zya;(ql;qZ);Fl X FZ)»
coné((p,q),a)=(61(p,a),62(q,a)) paratodo pe Qi, g€ Qz, ac . Entonces LiNnL, =% (M). O

Demostracién II. Usando el teorema 3.5 y el teorema 3.7: Si L; y L, son regulares, son regulares L; y
Ly,y:

(fl UZz) =LinLy

Por lo tanto, los lenguajes regulares son cerrados respecto a la interseccion. O

Teorema 3.7. Si L es regular, entonces Les regular.

Demostracién. Sea M = (Q,Z,8, qo, F) un DFA, con L = &£ (M). Entonces el DFAM = (Q,%,8, go, Q \ F)
O

Observacién: La demostracion del teorema 3.7 no se puede hacer con NFA, porque existirdn pala-
bras que un NFA acepte, pero su complemento no necesariamente aceptard lo que el NFA no acepta,
dado que no estd determinado el camino que sigue.

Teorema 3.8. Los lenguajes regulares son cerrados respecto a la diferencia de conjuntos (por ejem-
plo, A\ B)

Demostracion (via propiedades). Es sabido que:
L \Lz =(LiNnLy)NL;

Los lenguajes regulares son cerrados respecto a su complemento e interseccion. Por lo tanto L \ Ly
es regular. O

Demostracion via automatas. Sean Ly = £ (M) y L, = £ (M) tales que

M =(Q1,%,61,90, F1)
M2 = (Q2J2)62! pO)FZ)

Dado lo anterior, podemos construir un DFA
M =(Q1,%,6,q0, i \ F2)
con
5(qo,0) e Fi\F, ;oex”
Pero £ (M') = L1 \ L,. Por lo tanto, L; \ L, es regular. O

Teorema 3.9. Los lenguajes regulares son cerrados respecto a la diferencia simétrica (por ejemplo,
AAB)

Demostracion via propiedades. Por definicion:
L1 ALZ = (Ll ULZ) \ (L1 ﬂLg)

Los lenguajes regulares son cerrados respecto a la union, interseccion y diferencia de conjuntos. Por
lo tanto L; A L, es regular. O
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Demostracién via autématas. Sean L1 = £ (M) y L, = £ (M>) tales que

Ml = (Ql,z,él,CIO,Fl)
M, =(Q2,%,62, po, F2)

Dado lo anterior, podemos construir un DFA
M' =(Q1,Z,6,q0, FL A Fy)
con
5(qo,0)e FLAFE, ;oex”
Pero £ (M') = L) A L,. Por lo tanto, L; A Ly es regular. O

Definicién 3.1 (Substitucién). Sea L unlenguaje sobre Xy sean L, lenguajes sobre A, paratodo a € X.
La substitucién o dada por L, se define:

a1ay...ay— Lg La,...La,
Esto puede extenderse a lenguajes en forma natural:

o)=Jo(@

acl

Observacién: La substitucién reemplaza cada simbolo de X por un lenguaje sobre A. Nétese que
este lenguaje sobre A puede ser regular o no regular. No hay restriccciones.

Teorema 3.10. Los lenguajes regulares son cerrados respecto a la substitucién.

Demostracién. Sean L, L, regulares para a € X. Supongamos R.E.s Ry R, tales que:

L=%(R)
L,=%(Ry)
para todo a € Z. Substituyendo R, para a en R, obtenemos una R.E. para o (L). O

Definicién 3.2 (Homomorfismo). Un homomorfismo de =* a A* es una funcién h:X* — A* tal que
h(aB) = h(a)h(p) paratodo a, f e =*

Observaciones de un homomorfismo:

= Esclaroque k(e) =€, ypor h(a1az...a,) = h(a)) h(ap)---h(ay) y basta definir h paraa € X.

= Un homomorfismo preserva una operaciéon. Para lo que estamos viendo preserva la operacién
de concatenacion.

» Un homomorfismo transforma cada simbolo de X por una palabra sobre A*

Teorema 3.11. Los lenguajes regulares son cerrados respecto al homomorfismo.

Demostracién. Un homomorfismo es una substitucién de un lenguaje de una palabra. O

Teorema 3.12. Los lenguajes regulares son cerrados respecto de homomorfismo inverso.

Demostracion. Sea L < A* unlenguajeregular, : 2* — A* unhomomorfismo. Sea M = (Q, A, 8, o, F)
un DFA tal que L= % (M).EIDFA M’ = (Q,%,6', qo, F) con ' (q,a) =6 (q, h (@) paratodo g€ Q, a€ £
acepta (D). O
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3.3. Unlenguaje que cumple el Lema de Bombeo sin ser regular

Teorema 3.13. Ellenguaje L = {ab"c": n>0}u{a’b/c*:i# 1A j=0Ak=0} cumple el lema de bom-
beo, pero no es regular.

Demostracién. La conclusion del Lema del Bombeo asegura que toda palabra o € L con |o] = N (su-
poniendo que L es un lenguaje regular) se puede particionar en o = afy tal que |B| >0, |af| <Ny
apFyelL.

i. o0 comienza con a:

Si bombeamos a, queda akpcte L.

Sio =a’b’ck con r = 2, al bombear la a queda a”**~1b%c! € L, porque al ser k =0, r = 2 queda
r+k-1=1.

ii. o comienza con b o c: No hay problema en bombear, queda algo en b*c* € L

~ cumple las conclusiones del lema de bombeo.

Pero L no es regular. Consideremos el homomorfismo:

m h(a)=¢
» h(b)=a
m h(c)=b
Consideremos:

h(Ln% (ab*c*))={a"b": n=0}

que sabemos que no es regular. Si L fuera regular, esto seria regular. Entonces, por contradiccion se
tiene que L no es regular. O

3.4. Ejercicios

Ejercicio 3.1. Sea L un lenguaje que esta compuesto por todos los factoriales de un niimero binario.
Demuestre que no es regular.

Hint: considere los largos.



Capitulo 4

Pushdown Automata

Idea: NFA + Stack como memoria auxiliar.

4.1. Definicion de un Automata de Stack

Definicién 4.1. Un PDA (o autémata de pila/stack) M = (Q,%,T,8, go, Zo, F) consta de:
= Q: conjunto finito de estados.
= X: alfabeto de entrada.
= T': Alfabeto de stack.

= §:funcién de transicion:

5:Q0x (= r- 20U
Qx (Zuieh) x
subconjuntos finitos
= g estado inicial, gp € Q.
= 7y:stackinicial, Zy €T

= F:estados finales, F € Q.

Idea: Si M estdenelestado g, yen el tope del stack tiene A, alleer x (x € £, 0 x =€) de la entrada, si
( p,y) €0 (q, X, A) entonces M puede pasar al estado p, consume x de la entrada, y reemplaza A por y
en el stack.

4.1.1. Notacion Grafica de un Autémata de Stack

De la misma forma que vimos con los DFA y NFA, podemos representar los PDA a través de un
grafo dirigido, donde:

a) Los vértices son los estados del PDA.

b) El arco etiquetado con “Inicio” corresponde al estado inicial del PDA, y todos aquellos que
tienen un doble circulo son considerados estados finales (Figura 4.1).

¢) Los arcos corresponden a las transiciones del PDA, bajo la notacién

x,A/B (4.1.1)

41
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Inicio —| 9o qn qr

Figura 4.1: qo representa un estado inicial, g, es un estado
cualquieray gy es un estado final.

donde x es un simbolo, Ay B son simbolos del stack. La notacién (4.1.1) se lee como: “si leo
el simbolo x y mi tope del stack es A, realizo una transicién a otro estado (que puede ser el
mismo) reemplazando el tope del stack A por B”.

Ejemplo 4.1. LaFigura 4.2 muestra un ejemplo de un PDA. Repasemos la notacién de las transiciones

a,AJAA b,Ale
a,Zy/ ZpA O b,Ale O e, Zy/€e
Inicio —| 9o 0/ k q1 / q2 0/ qs3

Figura 4.2: Ejemplo de un PDA en forma de digrafo.

deun PDA descritaen (4.1.1) y ademds, consideremos tinicamente los estados g y q; para simplificar
(Figura 4.3). Si estamos en el estado ¢, podremos acceder a g; tinicamente sileemos el simbolo a y

a,Zy/ ZoA

Inicio —{ 9o q1
Figura 4.3: Otro PDA

al mismo tiempo, si Zj es el tope del stack. En ese caso, pasamos a g; consumiendo a y reemplazando
el tope del stack (que en ese momento es Zj) por ZyA.

4.1.2. Descripcion instantdnea y lenguajes de un PDA

Definici6én 4.2. Una descripcion instantdnea del PDA M = (Q,Z,T,6, go, Zo, F) es:

(aqgB,y) 4.1.2)

con a, B € X" (entrada leiday por leer) g € Q (estado actual), y € T'* (stack actual).

Definicién 4.3. M = (Q,Z, T',0, qo, ZO,F) un PDA. La relacion de transicion de M, s entre ID’s de M
se define por:

= Si(p,0)€6(qg,¢, A) entonces:
(agB.yA)Fu (app.yo) 4.13)
» Si(p,0)€d(q,a A):

(agaB,yA) -y (aapp,yo) (4.1.4)

Se suele escribir - si M se subentiende.

Definicién 4.4. Sea M = (Q, 1,6, q0, Zo, F ) un PDA. El lenguaje aceptado por M por estado final es:

L M) ={0:(q00,Z) 3 (0gr,Y) NYeENAgreF} 4.1.5)
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Definicion 4.5. Sea M = (Q, 21,6, 90, Zo, F) un PDA. El lenguaje aceptado por stack vacio por M es:

N (M) ={0:(q00,2Z0) b3y (0g,€)} (4.1.6)

En general, Z (M) # A& (M) (los lenguajes aceptados por estado final y por stack vacio son dife-
rentes). Al disefiar PDA para aceptar por stack vacio, por convensién se da F = @.

Definicién 4.6. EIPDA M = (Q,Z,T,6, qo, Zo, F) se dice determinista (DPDA) si:

I. Paratodo ge Q, xe (Xufe}), AeT es |6 (q, X, A)| < 1, es decir, el PDA tiene a lo mas 1 movida
posible.

1. Siparatodo a€ X, 5(q,a,A) # @, entonces & (g,¢, A) = @. Con esto, forzamos al PDA para que
tenga s6lo una movida.

Teorema 4.1. Hay lenguajes aceptados por PDA que no son aceptados por DPDA.

Demostracién. Consideremos el lenguaje de (4.1.7).

L={oo®:0¢€{a,b}*} 4.1.7)
La Figura 4.4 representa un PDA que reconoce L por stack vacio. Este PDA no es determinista:

a,Zy/ A
b,Zy/B
a,AJAA
b,A/AB
a,B/BA
b,B/BB a,Afe
€,%/€e b,B/e

[ [

Inicio —| 9o q1
a,Afe

b,B/e

Figura 4.4: En el loop del estado gy llenamos el stack del PDA. Luego,
al pasar de go — q; incluyendo el loop, vaciamos el stack.

8 (g0, a, A) ={(q0, AA), (q1,€)}
& (q0,b,B) = {(q0, BB), (q1,¢€)}

Informalmente, A& (M) = L.

Pero ningtin DPDA puede aceptar L por stack vacio. Como € € L, después de la primera movida,
un DPDA queda con stack vacio, y no consume el resto si o € L con o #e¢. O

Observacién: La demostracion formal del teorema 4.1 se puede hacer por induccion. El caso base
esla palabrao.

Teorema4.2. Si L= (M), para M un PDA, podemos construir un PDA M’ tal que L= 4 (M').

Demostracién. La idea consiste en consumir el stack al llegar a un estado final. Evitar aceptacion
“accidental” por Z; bajo el stack de M.

Sea M = (Q,%,T,8, o, Zo, F). Definimos M’ = (Q ulapa}} = r.8, a7, @), donde:

&' (a0.€ Zy) = {(q0, Zy Z0) } (4.1.8)
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Todos las movidas de M:
6'(q,x,A)=6(q,x,A)

siempre que g # F

5'(ar.e.4) =8 (qp.e. A) u{(dfe)|

para gy € F. Ademds, para todo lo anterior considere xe ZU{e},ge Q\Eqgre FAeTl,aeX.

6’ (q},e,A) = {(q},e)} para AeTu{Z}}
Teorema 4.3. Si L= .4 (M), podemos construir M’ con L= % (M)
Demostracion. Sea M = (Q,%,T,6, qo, Zo, F). Definimos
M =(Quidh )} = ruiZ}.8 0.2, {4})
con:

&' (a0, Z5) = {(q0, Zy Z0) }
6’(q,x A) (q,x,4) parage Q,xeXule},AeT

0
N

(4.1.9)

(4.1.10)



Capitulo 5

Gramaticas y Lenguajes de Contexto
Libre

5.1. Gramaticas

Definicién 5.1. Una gramdtica G = (N, X, P, S) consta de:
= N:El alfabeto de no-terminales. (es una v (nu) mayuscula, no una n)
= 3: El alfabeto de terminales.

= P: conjunto de producciones de la forma a — f con a € (NUZX)*, conteniendo al menos un
simbolode N, Be (NUZX)*

= S:simbolo de partida, S € N.

Notar que NNX =@y NUZ =V (vocabulario).

Definicién 5.2. Sea G = (N, X, P, S) una gramadtica. Definimos la relacién de derivacién de G sobre
(NUZX)* através de:

uav =g upv
parau,ve CUN)*sia — BeP

Definicién 5.3. Sea G = (N, X, B, S) una gramadtica. Se define el lenguaje generado por G como:

£ G ={0:S=>Fonoex"} (5.1.1)

5.1.1. Jerarquia de Chomsky

Sea G = (N, X, B S) una gramética. Se dice que es:
= Tipo 0 (irrestricta) - Como definido.
= Tipo 1 (sensibles al contexto) — Toda las producciones @ — 8 cumplen:
lal < |B| ;1as palabras nunca se acortan (5.1.2)

Noétese que a # € por definicién del conjunto de producciones. (Una manera alternativa de
describirlas es decir que las producciones tienen la forma a A — ayp, con a,f € (NUZX)*,
A€eN,ye(NuX)™)

Acé s6lo podemos reemplazar la produccién A por y sélo silo rodean a y ... por eso es sensible
al contexto...

45
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= Tipo 2 (contexto libre) - Todas las producciones tienen al forma A — @,con Ae N,a € (NUZX)*

= Tipo 3 (regular) - Todas las producciones sélo pueden ser de la forma:

A— aB, con A, BeEN,aex*

A—aq, conAe N,aex"

Observacion: Las gramaéticas de tipo 1 son un caso particular de tipo 0, las de tipo 2 particulares de
tipo 1 y asi sucesivamente.

Teorema 5.1. Las gramadticas de tipo 3 generan los lenguajes regulares (gramatica tipo 3 < lenguaje

regular).

Demostraciéon. Comenzamos demostrando
lenguaje regular = gramatica tipo 3 (sin €) (5.1.3)

L regular = L = £ (M), con M un DFA tal que el estado inicial no es final. Sea M = [Q,Z, 0, qo,F) el
DFA. Sin pérdida de generalidad QN X = ¢ (la idea es usar los estados como no terminales).

Definimos la gramatica G = (Q, %, P, ¢o ). Las producciones son:
» Sié(q,a)=p, entonces g — ap
» Sid(q,a)=p,ypesfinal, g — a.

LG =ZLM).

Ya demostrado (5.1.3), nos falta demostrar que

gramadtica tipo 3 = lenguaje regular (5.1.4)

Sea G = (N, Z, B S) una gramética de tipo 3. Construimos un NFA que acepte £ (G) via:
M=(Nuiq,..},%,SF)

con:

» SiA—-ajay...a,;B:

a ap an-1 an

= SiA—ajay...ay:

ay ap ap-1 an

Con esto, queda demostrado (5.1.4).

Finalmente, se tiene que las gramaéticas de tipo 3 generan lenguajes regulares y viceversa. O

Dado que las gramaéticas de tipo 3 s6lo generan lenguajes regulares, podemos modificar nuestro
tridngulo NFA - DFA - RE agregédndole un “cototo”:
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R.E. NFA

NN

DFA GT3

Figura 5.1: GT3 son las gramaticas de tipo 3 son aquellas que
generan R.E.

5.2. Gramaticas de Contexto Libre

Sea G = (N, Z, B, S) una gramética de contexto libre (CFG). Algunas convenciones:

= Mayusculas son no-terminales (4, B, ..., S,...)
= Otros simbolos (mintsculas, ..., ) son terminales.
= Se anotan sdlo las producciones, el simbolo no terminal de la primera es el simbolo de partida.

Ejemplo (ambas producciones forman parte de la misma gramadtica):

S—ab
S— aSb

Vemos que:

S=ab

S=aSh

= a’Sh?

= a" tsp" 1, neN

=a"b", neN

.. Hay gramdticas de contexto libre que generan lenguajes que NO son regulares.

Por lo general, cuando hablemos de gramadticas, s6lo nombraremos el conjunto de producciones
que esta trae para simplificar.

5.2.1. Ejemplo informal de una Gramatica de Contexto Libre
Un ejemplo de gramadtica puede ser:

E—-E+T
E-T
T—T=+F
T—F
F— (E)
F—a

Como puede ver, el CFG anterior representa la sintaxis que se debe seguir al resolver una expresion
algebraica. Es muy similar al BNE
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Noétese que existen otras CFG equivalentes a las que se mencionan en el parrafo anterior, por
ejemplo:
E—E+E
E—-ExE
E—(E)

E—a
También puede ser:

E—E+T
E—-ExT
E-T
T — (E)
T—a

5.3. Arboles de Derivaci6n

Definicién 5.4. /* Colocar la definicidén de derivacidn */

Definicién 5.5. Sea G = (N, Z, B, S) un CFG. El drbol de derivacién de o € £ (G). Se construye ponien-
do el simbolo de partida como raiz, y bajo cada no-terminal los simbolos que deriva (en orden).

Ejemplo 5.1. Consideremos la siguiente gramatica:

E—-E+T (1)

E—-T 2)
T—TxF 3)
T—F (4)
F—(B) 5)
F—a (6)

Queremos ver los pasos por los que tenemos que pasar para llegar a a * (a + a) (es s6lo un ejemplo).
Para ello considere lo siguiente:

= Colocamos el no-terminal inicial que nos ayude a armar el cuento.
= Anotaremos la produccién que usaremos en el lado derecho de la ecuacién para no perdernos.
= Subrayamos el no-terminal que vamos a reemplazar.

= Reemplazamos.
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Entonces:

E=>T )
=>Tx*F 3)
:>T*(E) (5)
=>Tx*(E+T) 0))
=>Tx*(T+1T) )
= Tx(T+F) 4)
=>Tx*(T+a) (6)
= Fx(T+a) 4)
=>Fx(EF+a) )
=>Fx(a+a) (6)
=>ax*(a+a) (6)

Luego, el 4rbol de derivacién del caso seria:

E
T
T * F
F ( E )
a E + T
T F
F a
a

Figura 5.2: Arbol de Derivacion resultante de las relaciones de
derivaciones (=) aplicadas en el ejemplo anterior.

Definicion 5.6 (Derivacion de extrema izquierda). En cada iteraciéon aplicamos la produccién al no-
terminal del extremo izquierdo. Para la gramaética del ejemplo 5.1, la derivacién de extrema izquierda
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es:

E=>T
:>I*F
=>FxF
=>ax*F
~ a8
=>ax*(E+T)
=>ax(

=>ax(

~as(a+1)
= ax*(a+F)

=>ax(a+a)

Definicién 5.7 (Derivacién de extrema derecha). En cada iteracién, aplicamos la produccién al no-
terminal del extremo derecho. Para la gramadtica del ejemplo 5.1, la derivacién de extrema derecha
es:

E=>T

=T x*

[

=>Tx*(a+a)
=>Fx*(a+a)

>ax(a+a)

Algunas observaciones:
= Si podemos derivar una palabra, entonces podemos construir un drbol de derivacion.

= Para encontrar la palabra del drbol de derivacién debemos recorrerlo en post-orden (mas de-
talles en sus apuntes de estructura de datos). Esta serdn los no-terminales en el orden que los
vayamos encontrando.

= S6lo en las gramaéticas de contexto libre podemos aplicar las producciones en distinto orden
(extrema izquierda o derecha por ejemplo), ya que son libres al contexto (valga la redundancia).
Como es de esperar, en un lenguaje sensible al contexto esto no ocurre.

5.4. Ambigiiedad en Gramaticas y Lenguajes

Arbol de derivacién = derivacién de extrema izquierda = derivacién de extrema derecha (son
equivalentes).

~+ Coleccién de derivaciones que “hacen lo mismo”

Definicién 5.8 (Gramdtica Ambigua). Sea G = (N, %, B, S) una CFG. Si hay o € Z (G) con dos arboles
de derivacién distintos, se dice que G es ambigua.
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Ejemplo 5.2. Consideremos la gramética G = (N, X, B, E) con el siguiente conjunto de producciones:

E—-E+E (1)
E—ExE (2)
E— (E) 3)
E—a (4)

Supongamos ademds, que queremos formar la palabra a * a + a con la gramética G. Si comenzamos
a derivar usando (1), obtendremos el drbol de la Figura 5.3a; sin embargo, si empezamos a derivar
usando (2), el drbol de derivacién resultante seria el de la Figura 5.3b.

NN,
E/*\E a a E/+\E

(a) En esta ocasion, comenzamos aplicando (b) Para este caso, comenzamos aplicando la
la produccién (1) produccién (2)

Figura 5.3: Gramadtica ambigua del ejemplo 5.2.

La Figura 5.3, deja en manifiesto que para aplicaciones practicas se debe tener cuidado con los ar-
boles de derivacidn. Sila gramética ambigua, entonces no sirve (por ejemplo, una palabra con varios
significados posibles... considere la gramética del ejemplo 5.2)

Ejercicio 5.1. Demuestre que existen lenguajes regulares generados por gramdticas de tipo 2 y que
no son de tipo 3.

Demostracién. Sea G = (N, X, B, S) con las siguientes producciones:
S— aSb
S—ab
S—aa
S— ba
S—bb

La gramdtica anterior es el lenguaje regular £ (a* (a|b) (b| a) b*). O

Ejercicio 5.2. Demuestre que el lenguaje generado por la gramatica

E—E+E (1)
E—E+E (2
E—(E) 3)
E—a 4)

no es regular.

Algunos comentarios al margen antes de terminar:
= Determinar si dos lenguajes de contexto libre generan el mismo lenguaje es imposible

= Lalibertad de c6mo aplicar las producciones en una CFG, se representa a través del drbol de
derivacién
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5.5. Equivalencia entre PDAy CFG

Con las herramientas que disponemos actualmente, nos encontramos listos para demostrar que
los lenguajes definidos por un PDA son lenguajes de contexto libre. El plan de ataque se muestra en
la Figura 5.4. Nuestra meta es demostrar que los siguientes lenguajes:

1. Loslenguajes de contexto libre, lenguajes (valga la redundancia) definidos por CFG.
2. Los lenguajes que son aceptados por un PDA que acepte por estado final.

3. Los lenguajes que son aceptados por un PDA que acepte por stack vacio.

son lo mismo. Previamente, ya demostramos que los lenguajes aceptados por un PDA que acepte por
stack vacio y por estado final son el mismo (véase los teoremas 4.2 y 4.3). Por lo tanto, s6lo tenemos
que demostrar que los lenguajes de contexto libre y aquellos que son generados por un PDA que
acepte por estado final son el mismo.

PDA por
stack vacio

PDA por
estado final

Figura 5.4: Organizacioén de construcciones que muestran la
equivalencia de las tres formas de definir CFL [1].

5.5.1. Transformar una CFG a un PDA

Teorema 5.2 (CFG — PDA). Si L=2(G), con G = (N, X, B S) una CFG, podemos construir un PDA M
tal que L = £ (M).

Demostracién. Laidea es que el PDA tiene en el tope del stack la palabra después de los terminales
iniciales en una forma sentencial.

Sea M = ({qo},Z,ZUN, 8, qo,S,®). Acd 6 esta dado por:

» (go,a) €8 (qo,€, A) si A— a es produccion.

» §(qo,a,a) ={(qo,€)} paratodo a€ =.

Consideremos como ejemplo, nuestra gramaética regalona dada por:

E—E+T 1)

E-T (2)
T—-T=xF (3)
T—F 4)
F—(B) )
F—a (6)

Sabemos E =™ a * (a + a). Podemos describirlo a través del Cuadro 5.1. Es importante destacar, que
el stack del cuadro 5.1 crece hacia la izquierda ().

Este PDA traza una derivacién de extrema izquierda de o. O
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Entrada Stack | Operacion
ax(a+a) E | E—-T
ax(a+a) T | T—-TxF
ax*x(a+a) T«F | T—F
ax(a+a) FxF | F—a

ax(a+a) axF | shifta

*(a+a) *F | shift
(a+a) F | F—(E)
(a+a) F | F—(E)
(a+a) (E) | shift (

a+a) E) | E-E+T

a+a) | E+T) | E-T
a+a) | T+T) | T—F
a+a) | T+T) | F—a
a+a) | a+T) | shifta

+a) +T) | shift+
a) T) | T—-F
a) F) | F—a
a) a) | shifta
) ) | shift)
€ €

Cuadro 5.1: Aplicamos producciones en el stack hasta que el tope del
stack sea un no-terminal. En ese momento, aplicamos una
operacion shift la cual hace un pop tanto de la Entrada de
no-terminales como del Stack

5.5.2. Transformar un PDA a una CFG

Teorema 5.3 (PDA — CFG). Sea M = (Q, 21,6, qo0, Zo) un PDA. Entonces, hay una gramética de con-
texto libre G = (N, Z, B S) tal que £ (G) = A (M).

Demostracién (informal). La idea general de la demostraciéon consiste en emular una gramaética de
contexto libre a través de un PDA M = (Q,X,T, 8, qo, Zo) que acepte por stack vacio. Para ello, defini-
mos la gramdtica G = (N, Z, B S) tal que:

1. S corresponde al simbolo de partida.
2. Los no-terminales son [p, A, q|,con p,g€ Q,y A€T.
Las producciones de G son las siguientes:

a) Paratodos los estados p € Q, G tiene producciones
S— [qO) ZO) p]

Lo que se busca es eliminar 7, del stack. Para hacerlo, es necesario pasar por una montonera
de estados: comenzamos en ¢ y terminamos en p. En otras palabras, [qo, Zo, p] es todo string
o € X* tal que M saque a Z; del stack, es decir

(900, Z0) Fiy (opr€)
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b) Si(p,BiB....By) €8(q, A x), con x € Zule}. Entonces, para toda una lista de estados q1, ¢z, - ., G,
G tiene la produccion:

(9, A qn) = x[p,B1,q1] [41, B2, G2) - [Gn-1, Bu, Gn] (5.5.1)

La produccioén (5.5.1) dice que la tinica forma de sacar A del stack e ir desde el estado g a g, es
leer x. De inmediato, usar alguna entrada para sacar B; del stack mientras vamos del estado p al
estado q;. En seguida, remover B, del stack a medida que vamos de g a g, y asi sucesivamente
hasta sacar Bj, del stack mientras vamos del estado g,,—1 a g;,.

Nétese que (5.5.1) representa s6lo una movida posible del PDA... considere las demas.

¢) Si(p,e)€b(g,A x), con x € LU {e}, entonces:
[9,A x]—x

Importante destacar que si x = ¢, esto no es CFG. En breve corregiremos esto.



Capitulo 6

Propiedades de los Lenguajes de
Contexto Libre

Completaremos nuestro estudio sobre los lenguajes de contexto libre aprendiendo alguna de sus
propiedades. Nuestra primera tarea es simplificar las gramaticas de contexto libre; estas simplifi-
caciones hardn mucho mas facil demostrar caracteristicas de los CFL. Luego, re-introduciremos a
nuestros viejos amigos:

= Lema de Bombeo

= Propiedades de Clausura

ambos, orientados a lenguajes de contexto libre.

6.1. Forma normal para Gramaticas de Contexto Libre

La meta de esta seccion es mostrar que todos los lenguajes de contexto libre (sin €) son generados
por CFG en el cual todas sus producciones son de la forma A — BC 0 A — a, donde A,B y C son
no-terminales, y a es un simbolo terminal. Esta forma es llamada Forma Normal de Chomsky (CNF).
Antes de entrar en detalles con CNE debemos hacer un par de simplificaciones preliminares, las que
serdn utiles de varias maneras:

1. Debemos eliminar los simbolos intitiles. Estos pueden ser no-terminales o simbolos terminales,
y se les llama asi porque no aparecen en ninguna derivacién de una palabra desde el simbolo
de partida.

2. Debemos eliminar toda produccién que contenga €. Estas producciones son todas aquellas que
son de la forma A — ¢, donde A es un no-terminal.

3. Debemos eliminar las producciones unitarias. Son todas aquellas que son de la forma A — B,
donde Ay B son no-terminales.

6.1.1. Eliminando simbolos inttiles
Definici6n 6.1. Se dice que X es generanteen la CFG G=(N,Z,BS),con Xe NUZsiX=>*ae€X”
Definici6én 6.2. Se dice que X es alcanzableen CFG Gsi S=" aXf3

55
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Consideremos la CFG:

S—»AB|a
A—Db

Todos salvo B son generantes, y todos son alcanzables.

Observacién: Los terminales por derecho propio son generantes.

El orden en que eliminamos no generantes e inalcanzables importa:

= Primero eliminar no-generantes. Resultado:

S—a
A—Db

~~ A, b no alcanzables. Eliminamos los inalcanzables:

S—a

= Primero eliminar inalcanzables (no hay), luego no generantes terminamos con:
S—a
A—Db
Terminamos con basura y hasta aqui llegamos. Por ende el orden importa
Identificar simbolos generantes:
= X C generantes.
= Sihay un (no-terminal) X tal que
X — AjAy--- Ay,
ytodos los A; con 1 < i < n son generantes, X es generante.
Iterar este... Después, la gramdtica resultante es G' = (N', %, P/, S) con:
= N'= Nngenerantes
= P': producciones que no mencionan no generantes.

Caso especial: Generantes = @:

~G =(18,2,0,9,2G =9

Identificar alcanzables:
= Sesalcanzable (S=* )

= Si X es alcanzable, y
X — A1Az-- Ay,
entonces Aj,..., A, son alcanzables.

Iterar lo anterior, y el resultado nos daré la gramética.
G// — (N// ZH P/I S)

Donde:
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» N” = N'nalcanzables
» ¥ =3 nalcanzables
s P":producciones de P’ que s6lo incluyen alcanzables.
Caso especial: G = ({S},®, @, S) genera @.
Algunas cosas Utiles para demostrar:
= Podemos suponer que la gramdtica no tiene producciones unitarias.
= Podemos suponer que la gramaética viene dada en forma normal de Chomsky.

= Podemos suponer que la gramdtica no contiene simbolos intitiles.

6.1.2. Eliminando producciones ¢

Pueden permitirse producciones A — € en CFG (y en gramadticas regulares).

Demostracion. La idea de la demostracion consiste en identificar no-terminales A € N tales que
A =" ¢; “saltarse” esos pasos agregando versiones adicionales de los lados derechos donde apare-
ce Asin aparecer esa A (considere que el lenguaje original es de una gramatica de tipo 0).

Si S =* ¢, muestra gramatica modificada genera L\ {¢} (no digamos que es un cambio tan subs-
tancial...)

= Identificar no-terminales A =* € (“nullable symbols”)
“Induccién”: para construir el conjunto « (es el conjunto de nullable symbols).
Base: Si A — € es una produccion, A € &
Induccién: Si A— B;B;... B, es una produccién, y todos los B; € of, entonces A € <.
= Cambiar la gramaética:
¢ Eliminar producciones A — ¢
* Producciones A — aBf, con B € of agregar A — af3 (siempre que af3 #€)

* Opcional: si realmente quiere mantener el mismo lenguaje, agregue S — €. Mds formal, si
S=%¢€ (Se ), agregar S — €.

Ejemplo:

S— AB
A—aAAle
B— bBB|e

Primer paso: identificar no terminales que dan €:
49 ={A,B}

Dado que Snosllevaa A, B € «?, tambien debemos agregarlo al conjunto «#©:
4 ={A,B,S}

Nuevamente, debemos revisar algunos de los conjuntos presentes en <) nos llevan a producciones
de la forma X — e. Revisando nuevamente vemos que no hay maés, por lo tanto:

o =1{S, A, B}
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Cambiar la gramatica:

S— AB

A—aAA

A=<

B — bBB

B~€

S—A B=>%¢

S—B A=>"¢

A—aA  A>"¢, sefuelaprimera Ao se fue lasegunda Aen A — aAA
A—a A="¢, senosvala Adosvecesen A— aAA

B—bB  B="g, sefuelaprimera B o se fue la segunda B en B — bBB
B—b B="¢, senos vala B dos veces en B— bBB

S—e Agregue esto s6lo si quiere conservar el lenguaje original

Pasos siguientes:
= Eliminar simbolos intitiles (no aparecen nunca en ninguna produccién).

En G = (N, X, B S) un simbolo X € N U X se dice 1itil si hay una derivacion S=* aXf=>* o€ X*

= Propiedades de Clausura.

6.1.3. Forma Normal de Chomsky (CNF)

Definici6n 6.3. Una CFG G = (N, Z, B, S) se dice en forma normal de Chomsky si todas sus produccio-
nes tienen las formas:

A—BC ABCeN
A—a AeEN,aeX

La forma normal de Chomsky (CNF) nos sirve para realizar demostraciones con gramaticas, ya
que es mucho mas sencillo si hay pocos tipos de lados derechos. /* Tengo la duda en ‘‘si hay
pocos tipos de lados derechos’... no entiendo esa parte. Considero que estaba mejor
con ‘‘si s6lo existe 1 arbol de derivacidén para la CFG.”” */

Teorema®6.1. Sea G una CFG. Entonces puede construirse una CFG en CNF G' tal que £ (G) = Z (G').

Demostracién. Consideremos:

= Producciones:
A—-«a

con |a| = 2, contiene terminales y no-terminales.

Inventar nuevos no-terminales A, — a, para todo a € X, y reemplazar a por A,.

= Producciones unitarias: A — B

Podemos identificar todos los no-terminales con producciones unitarias (A) y sus produccio-
nes (A — B).

Para cada cadena, A— B,B—C,...,U—-VyV — q, con |a| =2, podemos reemplazar A — «,
B—a,...
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= Producciones:
A— B1By---By,
Nuevos no-terminales X,...,Y:

A— B1 X,
X1 — B Xo
Xp-2— Bp-1Bp

Ejemplo 6.1 (Ejemplo CNF). Considerando la gramdtica del ejemplo 5.1:

E—E+T 1)

E-T (2)
T—Tx*F 3)
T—F (4)
F—(E) ®)
F—a (6)

Fase1l: S6lo A— ao A— B1B;---Bj, con B; € N. Inventamos no-terminales:

y reemplazamos:

E—EMT (1)
E—T (2"
T—-TPF (3
T—F (4)
F—AEC (5)
F—a (6)

Fase 2: Eliminar producciones unitarias:

E-T (2
T—F (4)

Para (4'), sabemos que las otras producciones son:
T—TPF (3')

T—AEC (4'y5')
T—a (4'ye)



6.1. Forma normal para Gramaticas de Contexto Libre

Pag. 60

Cadena:

E—-T=>...

~s E— TPF (reemplazando el lado derecho de 3')

E— AEC
E—a

Por lo tanto, resulta:

E—EMT
E—TPF
E—AEC; T—F
E—a

T—TPF

T — AEC

T a }T—»F
F— AEC

F—a

M-+
P—x
A—(
Cc—)

Fase 3: Producciones A — B;

E—EMT
~E—EXy
X1 —MT

E— TPF
~E—TX;
X, — PF

T — TPF
T — TXy
X3 — PF

Finalmente, la forma normal de Chomsky de la gramatica del ejemplo 5.1 es:

M-+
P — %
A—(
C—)
E—-EX;

--+By, con n =3 en CNE Asi:
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Xi — MT
E—~TX,
X, — PF
T—TX;3
X3 — PF

6.2. Lema de Bombeo para Gramaticas de Contexto Libre

Teorema 6.2 (Lema de Bombeo para CFL). Sea L una CFL. Entonces hay una constante n > 1 tal que
paratodoo € L, silo| = nhay u, v, w,x,y € £* con los que podemos escribir:

0 =uvwxy
donde |[vwx| < n, vx #¢, y para todo k = 0:

uvkkayEL

Demostracion. Sea L = £ (G), con G = (N, X, P.S) una CFG en CNE Consideremos un arbol de deri-
vacion de o en G (Figura 6.1). Es importante destacar que el arbol de la Figura 6.1 corresponde a un

Figura 6.1: Para cada o € Ltal que |o| > N, existe un largo camino en
el arbol de derivacién. Nétese que este arbol tiene |o| hojas.
arbol binario con |o| hojas.

Sabemos que la altura del arbol (nimero de no-terminales en la rama més larga) crece con el
nimero de hojas, correspondiente a |o]. Si la altura del arbol es mayor que |N|, en la rama mas larga
un no-terminal se repite (Figura 6.2).

Como derivacion, sabemos que hay A€ N talque A=* vAx,y A>T wcon vx#e, v, w,x€X*.
S=>*uAy=* uvAxy =" uvwxy
Pero entonces es una derivacion:
S=>" uAy =" uwy
y también:
S=>" uAy=>* uvAxy
=" uvkaxky

=" uvkwxy
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Figura 6.2: Por lema de bombeo para CFL, se puede descomponer
0 =uvwxy.

k

O sea, uvFwx*y e L para todo k.

Podemos aplicar la misma idea de muchas hojas ~~ gran altura al drbol con raiz en A, y sus hojas
(uvx) no pueden ser demasiadas antes de que alli aparezca un no-terminal repetido. Esto da [vwx| <
N. O

Teorema 6.3. Ellenguaje
L={a"b"c": n=1} (6.2.1)

no es CFL.

Demostracion. Supongamos que L es CFL, con lo que cumple el lema de bombeo para CFL. Sea
N la constante del lema. En seguida, consideremos o = aV"vVeN, g € L, |o| = 3N = N. Entonces,
por PLCFL! hay u, v, w,x,y € £* tales que [vwx| < N, vx # ¢ tales que para todo k = 0 se tiene que
uvk kay € L; pero como |vwx| < N, estd formado por a lo mds dos tipos de simbolos. Al repetir vx,

} Ng % Ny % Nc %

Figura 6.3: El lenguaje (6.2.1) exige que la cantidad de a’s sea igual a
la cantidad de b’s y ala cantidad de c’s.

hay al menos un tipo de simbolo que no se repite, y ese queda corto. El resultado no no pertenecen a
L. Una contradiccién. O

Observaciéon: Un lenguaje regular es un caso particular de un CFL. Si demostramos que un lenguaje
no es de contexto libre, se tiene que tampoco es regular. De la misma forma, si demostramos que un
lenguaje es regular, entonces es de contexto libre.

6.3. Propiedades de Clausura para CFL

Teorema 6.4. Las CFL (context free language) son cerrados respecto operaciones regulares (unién,
concatenacion y estrella Kleene)
1Pumping Lemma for Context Free Language
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Ojo: La estrella Kleene es complicada porque producece...
Demostracion. Sean L =% (Gy), Ly = £ (G),con G; = (N,Z,BRS), Go = (Ny, %, P, S»).

Unién - Supongamos que N; N N, = @. Entonces generan:
LiuLy:Gy,=(IN1UNU{S},Z, Py, S)
con Py, ={S— §51,S— S}uPyuUP,.
Concatenacién - Para este caso tenemos:
Ly-Ly:Ge=(NTUN, U{S},%, P, S)
con P, ={S— S§;S}uPLUP,
Estrella Kleene — Se tiene:
L*:Ga=(N1U{S}, 2, P, S)

con P, ={8§—85,,S—¢€uP;.

Teorema 6.5. Los lenguajes de contexto libre no son cerrados respecto al complemento.

Demostracién. Sabemos que L = {a"b"c” n= 1} no es CFL. Sin embargo, L es CFL, ya que:
sz(a*b*c*)u{aibjck NEJE k}
Los lenguajes regulares son cerrados respecto de su complemento, por lo tanto £ (a* b* c*) es regular

y en consiguiente, de contexto libre.

El lenguaje de {aibj kit j# k} es un lenguaje de contexto libre. Para poder construir su gra-
matica debemos considerar el caso simple: construir una gramaética para:

{a"bf [i ;éj} 6.3.1)
El conjunto de producciones de (6.3.1) es:

S— aSb|aAb|abB
A—alaA
B—b|bB

De la misma forma, podemos construir {aibj ckiitj# k} a través del siguiente conjunto de pro-
ducciones:

S — aSbC|aAb
A—a | aA Permutaciones de esto dan la segunda parte
C—c|cC

Como existe una gramadtica de contexto libre para {aibf ckiitj# k}, entonces puede generar un
lenguaje de contexto libre (valga la redundancia).

Los lenguajes de contexto libre son cerrados respecto a la unién, por ende, L también es de con-
texto libre. O
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Importante: Cuando decimos que un conjunto de lenguajes no es cerrado respecto a una opera-
cién x, no quiere decir que siempre al aplicar x sobre un lenguaje del conjunto vamos a tener un
conjunto que no es de contexto libre... tenga cuidado.

Consideremos el hecho de los lenguajes regulares. Sabemos que el complemento de un lenguaje
regular sigue siendo regular. Segtin la Jerarquia de Chomsky, se tiene que los lenguajes regulares tam-
bién son de contexto libre, por lo tanto, el complemento de ESE caso particular CFL si da de contexto
libre.

Teorema 6.6. CFL son cerrados respecto a la interseccién con lenguajes regulares.

Demostracién. Similar a la interseccién entre lenguajes regulares:
» L1 =% (M), M =(Q1,%,T,61,q1, 71, F1) un PDA.
v Ly =% (M), M =(Q2,%,82,4¢2,F,) un NFA.
Laidea es construir un PDA M que siga la pista de M; y M> en componentes del estado

M=(Q1xQ2,%,T,8,(q1,92), Z1, F1 x F>)

donde construimos

o((a"a"), X, 4)={((r",P"),¥): (P, Y) €01 (d", X, A) A p" €62 (4", X)}
Entonces [furioso agitar de brazos] £ (M) = £ (M) N %L (M>) O

Teorema 6.7. Los CFL son cerrados respecto substituciones.

Demostracion. Sea L un CFL sobre Z, y sea L, sobre A un CFL para todo a € X. Supongamos que
L=%(G),conG=(N,Z,BS)y L; = Z(Gg), con G, = (Ng,A, Py, S,), ambos CFG’s. Sin pérdida de
generalidad, los conjuntos N, N, son disjuntos a pares (no hay terminales en comun entre gramati-
cas). La gramadtica que resulta de G substituyendo a — S, (donde cada S, es CFL), y agregando todas
las producciones de las G4, genera la substitucién pedida. O

Corolario 6.7.1. CFL son cerrados respecto al homomorfismo.

6.4. Ejercicios

Ejercicio 6.1. Demuestre que el lenguaje
L={a"b"c": n=1}
no es regular.

Ejercicio 6.2. Sea G en CNE o0 € Z (G). Demuestre que la derivacion de o toma 2|o| — 1 pasos.
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Capitulo 7

Computabilidad

En este capitulo cambiaremos de direccién drasticamente. Desde ahora, estaremos interesados
primeramente clases simples de lenguajes (programas) y la manera en que ellos pueden ser utilizados
para problemas relativamente limitados, tales como analizadores de protocolos, btisqueda de texto o
analizadores sintacticos. Comenzaremos en la biisqueda de qué lenguajes pueden ser definidos por
cualquier modelo computacional. Esta pregunta es equivalente a la pregunta “;Qué es computacién?,
;Qué puede o no hacer?”.

Para ello, introduciremos de manera informal al concepto de “no-decibilidad”, que en el fondo
son problemas que una computadora no puede resolver. En seguida, la formalizaremos al introducir
un nuevo modelo de computacién: las maquinas de Turing.

7.1. Problemas que los computadores no pueden resolver

El propésito de esta seccién es entregar, al mejor estilo de programacién en C, una introduccién
para demostrar un problema especifico que las computadoras no pueden resolver. El problema par-
ticular que discutiremos es si un programa en C imprime Hola Mundo como primera cosa.

7.1.1. El hipotético detector de “Hola Mundo”

Consideremos el cldsico programa que hasta un mechén puede hacer:

#include <stdio.h>
main ()
{
printf ("Hola, mundo!\n");
}

Pregunta: ;Podemos escribir un programa que detecte “Hola, mundo!”? (dado un programa, deter-
mina silo primero que escribe es “Hola, mundo”)

Demostracion. Consideremos los programas en “C”, con verdaderos enteros como int; sin reales.
Buscamos construir un programa H (programa que detecta si otro programa escribe “Hola, mun-
do”) (Figura 7.1). Los programas leen de entrada estdndar unicamente y escriben a salida estdndar
exclusivamente.

Primer cambio: Modificamos H de manera que lea sé6lo el programa, y use el texto del programa
como datos. Lo llamaremos H' (Figura 7.2).
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Programa

Datos

Figura 7.1: Si el programa de entrada “Programa” escribe en algin
momento “Hola, mundo”, la salida de H sera “Si”. En caso contrario
serd “No”. N6tese que estamos suponiendo que H estd escrito en Cy

No

usa su biblioteca estandar.

Programa

-

Figura 7.2: El texto que “Programa” utiliza como datos se guarda
previamente en memoria antes de su ejecucion.

Segunda Modificacién: Modificamos H' de manera que en vez de escribir “No”, escribe “Hola

mundo”. El resultado es H” (Figura 7.3).

Programa

- 5

HH

Figura 7.3: Cuando H” detecta que “Programa” escribe “Hola,
mundo’, en lugar de arrojar como salida un “No”, saldrd un “Hola,
mundo”.

Si

Hola, mundo

;Qué pasa si alimentamos H” con H"?. Hint: Suponga que H” es un archivo . c gigantesco (no

modularizado)

HN

Figura 7.4: Independientemente de lo que lea H” siempre habrd una
contradiccion.

Ocurre lo siguiente:

= Si H"” leyendo H"” responde “Si”, debiera escribir “Hola, mundo”. Es una contradiccion.

= Si H" leyendo H” responde “Hola mundo”, debiera escribir “Si

Por lo tanto, H no existe.

Si

Hola, mundo

n

Es una contradiccién.
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Observaciéon: Notese que cada vez que construimos una modificacién del programa H o H', el
siguiente programa sélo es subconjunto de lo anterior (Figura 7.5)

( 7
Todos los Programas
e 3
H
e ™
H/
HH
N J
N J
N J

Figura 7.5: Si H' no funciona, entonces H' y H tampoco. Esto
funciona de la misma manera que los lenguajes regulares y las
gramadticas de contexto libre (Si no es regular, entonces no es de
contexto libre)

7.1.2. Reducir un problema a otro

Definicién 7.1. Un problema P es un lenguaje infinito sobre X. Resolver el problema es construir un
artilugio S que reconozca P. O sea, dado 0 € =*,

Verdadero, o € P
S(o) =
Falso, o¢P

Definici6n 7.2 (Decidible). Informalmente, un programa P es decidible si dado una entrada o € £*

Uoz»

es capaz de responder “si” 0 “no”.

Observaciéon: Silimitamos o finito, entonces s6lo basta con hacer una tabla que abarque todos los
casos posibles de o cuando el problema es Verdadero, o es Falso (Tabla de resultados pre-calculados).

Definicién 7.3. Un problema P se reduce al problema Q si hay un algoritmo (procedimiento finito)
que dado o € X entrega ¢” tal que:

cePso’'€Q

Se anota P < Q (P es mas facil que Q). Dicho de otra forma, lo que hacemos es transformar el proble-
ma a un dmbito distinto que resuelve el mismo problema. Por ejemplo, recuerde en MAT023 cuando
resolviamos EDO’s con transformada de Laplace (Figura 7.6).

Observacion: Si P no tiene solucién, Q tampoco (Q es a lo menos tan dificil como P).
Ejemplo 7.1. Determinar si en un programa alguna vez se le asigna un valor a la variable x.
Demostracion. Laidea consiste en reducir el problema del detector de “Hola Mundo” a esto. Para ello

definimos un programa P que imprime “Hola mundo” como primera cosa. Sea Q otro programa que
asigna un valor a la variable x. Luego, hacemos la reduccién P < Q a través de:
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S
PR

p

N

Proceso de Traduccion

Figura 7.6: El proceso de transformacién traduce el problema P a un
problema Q que es més dificil.

1) Sea G otro programa que toma cada printf (‘‘Hola mundo’’) ylo transforma a una asignacion
de la variable x, es decir:

printf (‘Hola mundo’’) ~»x = <algo>

La Figura 7.7 describe usando un diagrama de cajitas y flechas que es lo que esta ocurriendo.
Cabe destacar, que el programa G debe evitar éxitos accidentales, es decir, que P asigne x en

P Q

G —

Figura 7.7: El programa G transforma cada printf (‘*‘Hola mundo’’)
en una asignacion de la variable x. En el fondo es P < Q.

algin momento. Para ello, debemos cambiar todas las asignaciones de la variable x en P por
cualquier otra variable. Por ejemplo:
x = algo~» dummy_x = algo

2) Sea H un programa decidible que detecta si otro programa le asigna un valor a la variable x.
Luego, le entregamos la salida de G a H. La Figura 7.8 muestra dicha construccién.

Si

P Q

No

Figura 7.8: El programa G transforma cada printf (‘‘Hola mundo’’)
en una asignacion de la variable x. En el fondo es P < Q.

3) Sea H' el programa que encapsule toda la construccion de la Figura 7.8 (Figura 7.9). Como

H Si
Si >
P P Q
G H No
No

Figura 7.9: La construccién de la Figura 7.8 puede encapsularse en
otro programa H'.
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puede observar, H' no es mds que un detector de “Hola mundo”, problema que sabemos de
por si que no es decidible, en consecuencia, H no puede existir.

O

Algunas variantes de este programa:
= Detectar si un programa define una funcién f.

= Detectar si dos funciones g y k de un programa imprimen la misma cosa.

7.2. Mdquinas de Turing

Definicion 7.4. Una mdquina de Turing (TM) consta de:

M=(Q,%,T,8,q0,B,F) (7.2.1)

Donde:

= Q: conjunto finito de estados.

= X: alfabeto de entrada.

= I alfabeto de la cinta.

= §: funcién de transicién.

= (o € Q: estado inicial.

= B:Blanco BeT, B ¢ X. Considere estos simbolos como “auxiliares”.

= F < Q: Estados finales.

2 5:QxT — 20D} donde I es movimiento del cabezal 1 posicién hacia la izquierda, y D
hacia la derecha.

Importante: Esto es un NFA.

Idea: M trabaja sobre una cinta (~~ string en I'), si M estd viendo el simbolo x y estd en el estado
g, en un paso o cambiar el estado a p y sobrescribe x con y, y luego se mueve hacia la izquierda o
derecha, dependiendo si 6 (q,x) 3 (p,y,1) 0 6 (g, x) 3 (p, y, D) respectivamente.

Algunas observaciones de las maquinas de Turing:
= Las méquinas de Turing sé6lo aceptan por estado final.

= Todaidea de computacién, se ha demostrado que es equivalente a una méaquina de Turing, en
otras palabras, podemos representar a través de una TM un DFA, NFA, PDA, etc.

7.2.1. Técnicas de Programacion para Maquinas de Turing

Importante: El cabezal de una TM puede mantenerse fijo. Paralograrlo, se debe hacer unajugarreta
de movidas.

A continuacién, mostraremos algunos ejemplos que dardn a conocer las habilidades de la TM.
Noétese que estas ideas no extienden el modelo bdsico de la TM; s6lo son convenciones en cuanto a
su notacion.

= TM de Muiltiples Pistas — Simple, considere que I" es un conjunto de objetos [x, a1, az, ..., a,l,
donde x€ Xy ay,...,a, son los simbolos en las dem4s pistas (Figura 7.10).
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Estado q

ObjetoActual | A| B | C

Pista 1 A
Pista 2 B
Pista 3 C

Figura 7.10: Maquina de Turing de muiltiples pistas, cuyo cabezal
corresponde al vector [A, B, C]

= TM de Muiltiples Cabezales — Podemos simularlo con miltiples pistas (Figura 7.11). Una pista
contiene el contenido de la cinta. Cabe destacar que esta TM es no-determinista.

a b a - C d a

Figura 7.11: Los * indican la posicién de uno de los cabezales.

= TM de Muiltiples Cintas — Se simula mediante dos pistas por cinta: contenido y posicién del
cabezal.

= TM de cinta infinita en ambas direcciones - La simulacién se hace colocando un simbolo $
en algin lugar de la cinta, tal que la computacién sobre la TM comience a través de él (Figura
7.12).

l es lo mismo que

Figura 7.12: Simulacién de una méquina de Turing de cinta infinita
en ambas direcciones.

7.2.2. Simular un Procesador

Lenguaje “de maquina”:

= Registros: Ry, Ry, ...
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= Operaciones:

R; —cte
R; — mem [R/]
R; — R;

mem [R;] — R;

goto posicion

if R; == 0 goto posicién

= Memoria
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Capitulo 8

Indecibilidad

8.1. Madquina de Turing Universal

Idea: Construir una maquina de Turing universal tal que U acepta (M, o), silaTM M aceptao (M,o
representada en forma “cuerda”) (esta maquina de Turing acepta siempre y cuando M acepte o).

Supongamos que laTM M = (Q,%,T, 6, qo, B, F). Podemos suponer:
1. Hay un tnico estado final.
2. 2={0,1}

Para los puntos (2) y (3): Si “realmente” necesitamos, por ejemplo, I' un alfabeto mayor, podemos
codificar los simbolos en varios bits, y antes de comenzar el proceso “traducir” lo que viene en la
cinta.

3. I'={0,1,B}
4. Estados son {q1,42,qs,-..,qr}; g1 esinicial, g, es final.
5. Simbolos en I' se numeran:
= 0—1
n 12
= B—3
6. Direciones:
» [zquierda — 1
= Derecha — 2
7. Podemos representar la funcion &:
&(q.a)={(pr, a1, d1),(p2 a2, o). .}
CongeQ,acl, p;€Q, a;€l'yd; e {izq,der}
8. En vez de escribir el conjunto damos cada posibilidad, o sea listar los quintetos:
q,a, pi, ai, d;
Estos podemos representarlos:
09101071 10% 10% 8.1.1)

Para representar M, listamos los quintetos de todos sus movidas posibles, separados por 11.

75
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Una secuencia de {0, 1} que no tenga el “formato correcto” (no comienza en 0, no estdn en
£((0710%10710*10711)* 0107 10710*10")) consideramos que representa la TM de la Figura 8.1.

Inicio —( 1 2

Figura 8.1: Mdquina de Turing que no cumple con el formato
£ ((0¥10710710%10711)" 0"107 10107 10%)
~~ Tenemos una funcion de {0,1}* — TM.
Podemos numerar los elementos de {0,1}*:
e—1
0—2
1—-3
00—4
01—-5
10—6
11-7

Esto es una biyeccion entre Ny *.

Interesa representar (M, o), donde M es una TM, o € {0,1}* son datos de entrada. Una opcidn es:

(M)111o (8.1.2)

En otras palabras, (8.1.2) nos dice que separamos la maquina de Turing M de los datos de entrada

o a través de una secuencia de tres 1’s. Por otro lado, la relacién (8.1.2) me permite hablar de la TM
numero i, M;, y los datos de entrada nimero j, 7 ;.

8.1.1. Ellenguaje diagonal

Definicién 8.1. Definimos el lenguaje diagonal L;, como:

Ly={i:0;¢ 2L (M;)} (8.1.3)

Con dibujitos (Cuadro 8.1):

g; —

1 2 3 4 5
11 0 1
210 0 1

M; 1 0 0
a4l
5

Cuadro 8.1: Los ntimeros rojos representan la diagonal de la matriz.

Observaciones importantes que acotar de la matriz (Cuadro 8.1):

= Sia;; =0, entonces la Mdquina de Turing M; no acepta o ;.



Pag. 77 CAPITULO 8. INDECIBILIDAD

= Sia;; =1, entonces la Mdquina de Turing M; acepta o ;.

;Hay una méquina de Turing que acepte L;?
Teorema 8.1. No hay maquina de turing que acepte L.

Demostracién. Por contradicciéon. Supongamos que M acepta L;. Entonces M = M; para algin i.
Entonces M; acepta o;, pero eso es que i ¢ L;. Lo cual es una contradiccién. O

L, en el fondo son maquinas de turing que no se aceptan a si mismas — problema de “Hola
mundo”.

La demostracion del Teorema 8.1 era algo bastante esperado, ya que hay mds lenguajes que ma-
quinas de turing, por lo tanto, hay lenguajes que no pueden ser representados por TM.!

Observacion Notese que Ly al ser no decidible, se tiene que tampoco es recursivamente enumera-

ble.

Definicién 8.2 (Recursivamente Enumerable). Un lenguaje sellama recursivamente enumerable (R.E.)
si hay una TM que lo acepte.

Definicién 8.3 (Recursivo). Hay un algoritmo (instrucciones precisas, siempre termina). En términos
de una maquina de Turing, un lenguaje recursivo es una maquina de Turing que siempre se detiene
respondiendo “si” o “no” (decible).

Algunas observaciones de las definiciones 8.2 y 8.3:

= Siunlenguaje es recursivo es decidible.

= Unlenguaje no-decidible no es recursivo
Teorema 8.2. L; no es R.E.
Demostracién. Por contradiccién. Supongamos que Ly = £ (My). Consideremos ok jPertenece o no
alLg?

= Sioj € Ly, quiere decir que o € £ (M), es una contradiccién.

» Sioy ¢ Ly, quiere decir que oy ¢ £ (My), 0 sea, 0k € Lz. Una contradiccion.

Teorema 8.3. Si L es aceptado por una TM, es aceptado por una TM determinista.

Demostracion. Sea M = (Q,Z,F,é, qo,B,F) una TM. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que QNT = @ (queremos anotar IDs en una cinta), y elegimos un separador # ¢ QUT.

Nuestra idea es escribir IDs de M, separados por #, en la cinta. Construimos una TM que hace lo
siguiente:

= Dado o, anota #qoo# en su cinta. (gyoo corresponde a una descripcion instantdanea de la TM)
» En un ciclo:

¢ Retrocede al dltimo ID no cerrado en la cinta.

* Dado el estado en el ID con el simbolo siguiente, determinar las movidas posibles de M.
Para cada movida de M:

o Copia el dltimo ID al final, modificandolo para indicar esa movida.

1 para entender de mejor manera esto, ver el capitulo de “Numerabilidad” del apunte de Fundamentos de Informéatica
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o Siel ID construido recién es de aceptacion, acepta.

¢ Cierra el ID considerado.

Por ejemplo, si en una descripcién instantdnea Dy de la TM vemos que tiene tres movidas po-
sibles, entonces se van a originar tres descripciones instantaneas diferentes (1D, ID, e ID3). De la
misma forma, si ID; tiene dos movidas posibles, se van a originar 2 descripciones adicionales (ID4 e
IDs).

Luego, el esquema de la idea es:

= Comenzamos con la IDy:

#1Do#

= Dy tiene tres movidas posibles, representadas por ID;, ID; e IDs. Se agregan a la cinta:

#1Do#1D1#1Do#1D3#

= Ya agregamos todas las descripciones instantdneas de 1Dy, asi que ahora hacemos lo mismo
con ID;.

Previamente dijimos que presenta dos opciones representadas por las descipciones instanta-
neas ID4 e IDs. Las agregamos:

#IDo#1D1#1Do#1D3#1Ds#1Ds#

= Ya agregamos todas las descripciones instantdneas de ID;, asi que ahora continuamos agre-
gando las descripciones instantdneas de ID,.

Teorema 8.4. L, es recursivamente enumerable.

Demostracion (via concepto de enumerar). Zd ={0;:0;€ &L (M;)}

Podemos enumerar L, via:

= Ejecute M; sobre g, por 0 pasos.

= Ejecute M; sobre o] por 1 pasos.

= Ejecute M, sobre o2 por 0 pasos.

= Ejecute M; sobre g, por 1 pasos.

= Ejecute M, sobre g por 1 pasos.

= Ejecute M; sobre o; por k pasos (en orden de i + k creciente)
En el fondo lo que estamos haciendo es lo siguiente:

O

Demostracion (via definicion de Ly). Alternativamente, dado i, simule M; sobre o;; por definicién de
L, en algtin momento tendrd que aceptar. O

Teorema 8.5. Si L es recursivamente enumerable, y su complemento es recursivamente enumerable,
entonces L es recursivo (y L también).
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Mioi %

En algtin momento nos pillamos un 1

Figura 8.2: Cada corte diagonal representa ejecutar la Maquina de
Turing M; con entrada o; en k pasos.
Demostracion. Suponemos dadas TM M con L= (M)y MconL=% (M)

Corremos M y M en paralelo, la primera que acepte nos dice si o € L 0 o € L, con lo que tenemos
que una TM que siempre se detiene que acepta L. O sea, L es recursivo (y también lo es L) O

Corolario 8.5.1. Si L es R.E., pero no recursivo, L no es R.E.

Tablita de posibilidades:

L recursivo

L recursivo y

LR.E. y LR.E.=> L,Lrecursivos.
LR.E., norecursivo vy LnoR.E.

LnoR.E. y LnoRE.

Cuadro 8.2: Tablita de posibilidades del Teorema 8.5. N6tese que los
dos primeros casos son exactamente el mismo.

8.2. Demostracion de lenguajes recursivos y R.E. usando cajitas

Idea Representar TM por una cajita.

= Si M es una TM que siempre se detiene (Figura 8.3).

Si

No

Figura 8.3: Si M es capaz de responder “Si” 0 “No” (decidible) ante
una entrada o, entonces es recursivo. En otras palabras, £ (M) es
recursivo.

= Si M es una TM que genera un lenguaje recursivamente enumerable (Figura 8.4)

Casos como los de la Figura 8.4 puede ocurrir: la TM se queda dando vueltas indefinidamente
hasta dar una respuesta.
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Figura 8.4: Si M acepta una entrada o, entonces es recursivamente
enumerable. Esto es lo mismo que £ (M) es R.E.

Teorema 8.6. Si L es recursivo, L es recursivo.

Demostracion. Sea L= % (M).LaTM de la Figura 8.5 acepta L. O
M
Si Si
7 M
—_—
No
—
No

Figura 8.5: Construccién de M. Como puede observar, si M acepta,
entonces M no aceptay viceversa.

Teorema 8.7. Si Ly L son R.E., ambos son recursivos. Dicho de otra forma, si sabemos que Ly Lson
recursivamente enumerables, entonces L y L son recursivos (recuerde que recursivo es mas fuerte
que R.E.).

Demostracién. SeaL=% (M), L=% (I\_/I) La TM de la Figura 8.6 acepta L.

MI

N

Figura 8.6: Maquina de Turing que echa a correr o sobre Ly L en
paralelo.

Echamos a correr M y M sobre una palabra o en paralelo (cada vez que una TM haga una movida,
la otra tambien hard su propio movimiento). Alguna de las dos TM tendré que responder priemro, ya
quesio ¢ L, entonces, 0 € Ly viceversa. Luego, integramos M y M en una TM M’ que, se encarga de
transformar el “Si” de M en un “No” de M’. Dado esto, vemos que si Ly L son R.E., entonces podemos

construir una TM que nos diga que ambos lenguajes en realidad son recursivos. O

Usando cajitas podemos demostrar que:
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= Demostrar que la unién de dos lenguajes recursivos también es recursivo.

= Cerrado respecto al complemento: use el complemento y la unién.

= Se sospecha que son cerrados respecto a las operaciones de las expresiones regulares.
Algunas observaciones:

= Aceptado no significa que siempre va a tener la respuesta: Recuerde los casos donde la maquina
se queda dando vueltas, y nunca entrega la respuesta pero si acepta la palabra que se le ingrese.

» [, toma una médquina de Turing y una palabra o

8.3. Reduccion de Problemas

Definici6n 8.4 (Problema). Lenguaje € X*, determinar si o pertenece o no. Interesan lenguajes infi-
nitos (no tiene gracia una simple lista finita).

Definici6n 8.5 (Reduccién). Algoritmo que transforma a € X* (el problema es jes a € A?) en feI'*
(problema es jes f € B?) tal que a € A < f € B. Si hay una reduccién se anota A < B (Figura 8.7).

Figura 8.7: Representacion grafica de la reduccién de problemas. En
este caso, reducimos el problema A a instancias del problema B,
donde B es a lo menos, tan dificil como A.

Teorema 8.8. Si P; < P,, entonces:
= Si Py no es decidible, P, no es decidible.

= Si P} no es recursivamente enumerable, P, no es recursivamente enumerable.
Demostracion. Por contradiccién. Ejercicio: realmente entender esto. O

Un par de lenguajes ttiles:

L ={M:Z (M) =g}

Notarque L, = L (e ~» empty, ne~~ not empty)

Teorema 8.9. L, es R.E.

Demostracion. Usamos L, (también es R.E.) (lenguaje aceptado por una maquina de Turing univer-
sal) en nuestra construccion (Figura 8.8). O

Teorema 8.10. L, no es recursivo (= L, no es recursivamente enumerable)
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Inventar w

Figura 8.8: Inventamos una palabra w tal que U la acepte. Nétese
que este w inventado representa nuestro no-determinismo.

Demostracion. Reducimos L, a L, (lareduccion de problemas tambien se aplica para deducir si un
lenguaje es recursivamente enumerable o no). Sabemos que L, es R.E., no recursivo

En castellano, dado (M, w) en L,, debo construir una TM que acepte el lenguaje vacio si M no
acepta w y un lenguaje no vacio (por ejemplo *) si M acepta w. Dados M y w puedo construir M’
(Figura 8.9).

Ml

Figura 8.9: /* Agregar alguna leyenda */

Esto es L, < Lye; Ly no recursivo = L, no recursivo.

8.4. Teorema de Rice

Definicién 8.6. Una propiedad de los lenguajes es un conjunto de lenguajes. Por ejemplo, “es de
contexto libre” es el conjunto de lenguajes generados por CFG. “Es vacio” es el conjunto {@}.

Definicién 8.7. Una propiedad se llama no trivial si hay lenguajes con la propiedad y lenguajes sin
la propiedad.

Teorema 8.11 (Rice). Toda propiedad no trivial de los lenguajes R.E. es no decidible.
Un ejemplo del teorema de Rice seria detectar si un lenguaje es regular, de contexto libre, etc. es

no-decidible. Que es lo mismo que si P = {M : £ (M) tiene la propiedad P}, entonces L no es recur-
sivo.

La estrategia para demostrar el teorema de Rice es la siguiente:

= Supondremos que nos dan el lenguaje R.E. como una TM, decidir la propiedad es determinar
dado M si £ (M) tiene la propiedad (M € L)

= Reducimos L, < Ly; como L, no es decidible, no es decidible L.

Es importante destacar, que el teorema de Rice no nos dice nada acerca de la méquina de Turing. Es
s6lo para lenguajes, no para TM
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Demostracion. Supongamos primeramente @ ¢ P (el lenguaje vacio no tiene la propiedad P). Redu-
cimos L, a L, mediante la siguiente construccién: “Sea L un lenguaje, L € P,y L = £ (M) para una
TM M;. Notar que M es fijo”. Dada una instancia (M, w) de U, construyo M’:

Ml

inicia

Figura 8.10: La mdquina de Turing M’ emula una médquina de Turing
universal, que es no decidible. Note que si M acepta, echa a andar
M sobre M'.

Notamos que:
Siwe £(M)=>£(M')=L) sipudiera decidir si £ (M) € P, podria decidir si w € £ (M),
Siwg £ (M)=>%£(M')=@¢| pero L, no es decidible

Falta el caso @ € P. En tal caso, como P no es trivial, ¢ ¢ P, y P es una propiedad no trivial que no
incluye @. Por el caso anterior, Lg no es decidible, pero Ly = Lp. Como Lp no es decidible, Lp no es
decidible (haciendo este truco, podriamos decidir L, pero L, no es decidible, por lo tanto, se origina
una contradiccion). O

Ojo, habla del lenguaje aceptado por M, no de M.

8.5. Problema de Correspondencia de Post (PCP)

Una instancia” de PCP es una coleccion de pares de palabras (@, f;) sobre Z, siendo la pregunta
si hay una secuencia finita (i}, iy, ..., i) tal que:

@i @iy i, = Piy Biy -+ Pi, (8.5.1)

Ejemplo 8.1. [2] Sea X = {0, 1}. Considere el Cuadro 8.3, que define todos los a;’s y ;’s de nuestro
PCP. Para la secuencia finita (i1, i», 3, i4) = (2,1,1,3) vemos que este PCP si tiene solucién. Esto lo
podemos verificar concatenando los strings correspondientes en orden para ambas Isitas:

Wo W Wy w3 = X2X1X1x3=101111110 (8.5.2)
Note que esta solucién no es tnica, ya que (i1, i»,...,ig) = (2,1,1,3,2,1,1,3) es otra solucion. O

Resulta que PCP no es decidible. Demostracion es via L,, < PCP. Idea general es que al ir constru-
yendo la secuencia a;, a;, - - -, vamos construyendo IDs de M, y en ;, B;, ---, vamos construyendo el

I

ID siguiente de M, simulando una movida. Para que los a’s “alcancen” las s, tienen que copiar el ID
actual y los 8 generar el siguiente, ... Si en los B’s acepta, damos la posibilidad de terminar.

Podemos usar esto para demostrar cosas mas terrenales...

2Una instancia del problema son sus datos de entrada.
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l ‘ @i ‘ Bi
1 1 111
2 | 10111 10
3 10 0

Cuadro 8.3: Instancia PCP del Ejemplo 8.1. Corresponde a las
definiciones de los a;’sy B;’s

Teorema 8.12. No es decidible si una CFG es ambigua.

Demostracién. Reducimos PCP < CFG ambigua. Sea (a;, f;) una instancia de PCP. La gramdtica:
S—A|B, A—iAa;|e, B—iBpfi|e (8.5.3)

es ambigua siy solo si esa instancia de PCP tiene solucién. O



Capitulo 9

Problemas Intratables

9.1. PvsNP

Las funciones polinomiales son cerradas respecto composicion.
Si p(n) y ¢ (n) son polinomios, po g (n) = p (g (n)) también es un polinomio.

Si el tiempo de ejecucion de un algoritmo no estd acotado por un polinomio en el tamafo de los
datos, no hay esperanza de resolver instancias mds “grandes’”.

9.1.1. Madquinas de Turing Deterministas vs otros modelos

Para cada modelo de computacién podemos definir una medida “razonable” de “tiempos de eje-
cucion”.

= Pasos de una TM determinista.
= Numero de instrucciones ejecutadas por RAM.

= Numero de llamadas de funcién en célculo A.

Con un poco de cuidado, si el modelo A toma tiempo T, podemos simularlo en tiempo p (T) en el
modelo B, donde p () es un polinomio (por ejemplo, simular el funcionamiento de una RAM en una
TM). Misterio: En todos los casos, el grado de p es mds bien chico...

Importante: Todo algoritmo que tenga solucién en un tiempo polinomial p, podré ser simulado
por cualquier otro modelo de computacién que tenga soluciéon en tiempo polinomial q.

Como podemos “traducir” entre modelos de computacién pagando un costo en “tiempo” acotado
por un polinomio ~~ podemos obviar el modelo exacto (no hablamos de tiempo cronolégico, sino
polinomial).

Problemas que no admiten solucién en “tiempo” acotado por un polinomio en el tamafio de la
entrada claramente no son solubles en la préctica.

Estudio de esta problematica es la feoria de complejidad. Se habla de la complejidad de un algo-
ritmo como la funcién (que acota) el uso de recursos en funcién del tamafo del problema. Recursos
= tiempo, para nosotros (en general, es el recurso mds importante). Decimos que un problema tiene
solucion eficiente si el tiempo estd acotado por un polinomio.

Algunas Observaciones hasta el momento:

85
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= Lacomplejidad del algoritmo es la cota (en tiempo polinomial) en que el algoritmo logra resol-
ver el problema.

= Complejidad del algoritmo es cuanto se demora en funcion de la cantidad de datos de entrada.

Para una TM no determinista, consideramos el tiempo de ejecucién como el niimero de pasos
de la computacién més corta (el camino mads corto, y siempre elige el camino més corto) que lleva a
aceptar.

Definicién 9.1 (P). Un problema estd en P (determinista polinomial) si hay una TM determinista
que determina si o pertenece al lenguaje en un niimero de pasos acotado por un polinomio en |o|.
En otras palabras, se dice que un problema esté en P si hay un algoritmo que lo resuelve en tiempo
polinomial.

Definicién 9.2 (NP). Un problema estd en NP (no determinista polinomial) si hay una TM no deter-
minista que acepta o en un nimero de pasos acotado por un polinomio en |o]|.

Notar que las definiciones 9.1 y 9.2 pueden depender de la “codificacién del problema.”
Es claro que P < NP (todo problema en P estd en NP) ;Es P = NP?. Nadie sabe...

Descripcion alternativa: “Adivinar” (en tiempo polinomial) una solucién, luego verificar que es
solucién en tiempo determinista polinomial. Es claro que esto es = NP, hay que demostrar que son
iguales ~~ La “solucién” a adivinar es el certificado' (de que o € Lp), se puede verificar en tiempo
polinomial.

Ejemplos de problemas en P y NP:
= NP: Resolver un sodoku, adivinando dénde colocar todos los nameros.

= P:Encontrar algtin algoritmo que calcule en tiempo polinomial dénde colocar los ntimeros del
sodoku.

9.1.2. Reduccion de problemas en tiempo polinomial

Definicién 9.3. Un problema tiene solucidn eficiente si hay un algoritmo que decide si o € Lp en
tiempo acotado por un polinomio en |o|. (En forma poco precisa se dice que si f (1) no estd acotada
por un polinomio, es exponencial)

Definicién 9.4. Se dice que P se reduce polinomialmente a Q (P <), Q) si hay un algoritmo que tradu-
ce una instancia o de P en una instancia de Q con tiempo polinomial p. Las reducciones anteriores
nos decian: “podemos hacer la reduccién, pero el tiempo no importa”. En este caso, si.

Notar que si P <, Q, y Q tiene solucion eficiente, P tiene solucion eficiente (funciona de la misma
forma que vimos en veces anteriores. Véase la Figura 9.1). Ademds, si A <, By B € NP, entonces
A€ NP. Delamisma forma, si A<, B,y B € P, entonces A€ P.

9.1.3. Definicion de un problema NP-completo

Definicién 9.5. Un problema se llama NP-duro (NP-hard) si todos los problemas en NP se reducen
polinomialmente a él (H en la Figura 9.2).

Definicién 9.6. Un problema se llama NP-completo (NP-complete) o completo para NP si es NP-
duro y estd en NP (Problema C en la Figura 9.3).

Notar que si se halla un problema NP-completo C con solucién determinista polinomial, auto-
maticamente P = NP.

LCertificado es la solucién del problema.
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Determinista polinomial p ()

Figura 9.1: En el futuro, nos interesardn aplicar las reducciones que
vimos anteriormente. Note que |Y| =p(ol)

Tarea incognita
H

Figura 9.2: Representacion grafica de un problema NP-duro. Si
podemos reducir todos los problemas en NP a un problema H,
entonces el problema es NP-duro.

NP
X
e
Figura 9.3: Representacion grafica de un problema NP-completo.

Observaciéon: Siun problema H es NP-completo o NP-duro, es claro que no estd en P, siempre que
NP #P.

9.2. Algunos problemas NP-completos

Teorema 9.1. Siun problema NP-completo A estden P, P = NP.

Demostracién. Ejercicio verlo. O
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Notar que nlog:(M ng es polinomial (log, (n) crece al infinito, no estd acotado por un polinomio)

2
nlog2 (M = 2(108:(M)” " crece mas lento que a” para todo a > 1 ya que a” = 2""°%(@ plog, (a) crece
més rapido que (log, (n))z.

9.2.1. Satisfability problem (SAT)
Dada una férmulalégica ¢ (x1,..., x,) (escrita con variables A, v, =), determinar si hay una asigna-
cién de valores (verdadero o falso) a las variables x; tal que ¢ (x1,..., x,) sea verdadera (Satisfability)
Plan:
= SAT es NP-completo (TM no determinista < p SAT, teorema de Cook).

= 3SAT es NP-completo (SAT <, 3SAT)

Definicién 9.7. Una variable o la negaci6n de ella se llama literal, se anota x para la variable y x para
-x. Una cldusula es una disyuncién? de literales, como x Vy V z.

Definicién 9.8. Una férmula légica estd en forma normal conjuntiva (CNF®) sies la conjunci(’)n4 de
clausulas.

= CSAT: La férmula légica ¢ (x1,...,x;) en CNF es satisfacible. CSAT es NP-completo (SAT <,
CSAT)

= k-SAT: La férmula légica ¢ (x;,..., x;) en CNE donde cada cldusula tiene k literales.
= 3SAT es NP-completo.
= 1SAT, 2SAT tienen solucién lineal ().

Teorema 9.2 (Cook). SAT es NP-completo.

Demostracién. SAT € NP.
= SAT e NP: Adivinar valores para las variables, calcular el valor de la expresion.

= TM no determinista M, w, p (n); determinista si w € £ (M) <, SAT con M aceptando en a lo
mas p (lwl) pasos.

Idea general: Armar una matriz de expresiones:

Xo01 Xo2 - Xop(lwl)
X11 X2 - X1p(lwl) ©@.2.1)
Xplohl 0t Xp(ehp(o)
Observaciones:

¢ Cada fila de la matriz representa una descripcién instantdnea de la maquina de Turing.
¢ Laprimera fila es especial: ID M apronta a procesar @
e Paralafilaiai+1: movidalegal de M a M acepté; ID;, = ID;.

¢ Revisar si el estado es de aceptar.

2Una disyuncién es un OR
3no confundir con Chomsky Normal Form
4Una conjunciéon es un AND
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Escribir esta expresién toma tiempo polinomial (en M, o)

Teorema 9.3. SAT <, CSAT

Demostracion. Aplicar de Morgan para llevar negaciones a variables, luego distribuir para lograr CNE

Lo enredado es hacerlo en tiempo polinomial... O

Teorema 9.4. CSAT <, 3SAT

Demostracién. Problemas son cldusulas con mds de 3 literales y cldusulas con menos de 3 literales.
» Menos de 3 literales, por ejemplo: xV y ~» (xV y vV x1) A (xV y vV X;) (con nueva variable x;)

» Més de tres literales, por ejemplo: uV vV Vx~ (uVvvvx)A (X VwVx)

9.2.2. Independent Set (IS)

Definicién 9.9. Sea G = (V, E) un grafo. Un subconjunto I de los vértices es un conjunto independiente
(independent set) si no hay arcos entre vértices en I. I es maximalsi no hay conjunto independientes
mayores en G.

Por ejemplo, considere el grafo de la Figura 9.4:

0 — 1 2
3
4 5 6

Figura 9.4: Grafo de avberrio

Entonces, de acuerdo ala definicion 9.9, se tiene que el conjunto independiente es I = {0,2,4,5, 6},
o bien, I ={1,2,4,5,6}. Las Figuras 9.5a y 9.5b muestran con mds detalles (usando colores).

Problema Dado G=(V,E)yk<|V], jtiene G unIS de tamano < k?

Teorema 9.5. IS es NP-completo.

Demostracién. Recordemos que, para poder demostrar que un problema es NP-completo, tenemos
que demostrar dos cosas: que estd en NP, y que es NP-duro.

Para el primer caso, s6lo tenemos que elegir k vértices, y comprobar que no existen conexiones
entre ellos. Hacer esto toma una complejidad polinomial de grado 2. En consecuencia, este problema
estden NP (P < NP).

Para demostrar que el problema es NP-duro, hacemos la reduccién en tiempo polinomial 3SAT <,
IS. Consideremos el siguiente 3SAT como ejemplo:

(%1 VX2 VE3) A (X1 VI VL) A (X4 VX1 VTR) 9.2.2)
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0 —(1 1 2

3 3

SN
N

(@) I=10,2,4,5,6} (b) I=11,2,4,5,6}

4 5 5 6

Figura 9.5: Los nodos amarillos corresponden a vértices que
pertenecen a I.

Idea: Literales x, y no son verdaderos a la vez: x conectado con y. Sélo un literal verdadero por
clausula ~~ k es el ntimero de cldusulas (Figura 9.6).

¥4

Figura 9.6: Para cada clausula (x v y v z) tenemos que hacer este tipo
de construccién.

Para cada variable, conectar x y x (Figura 9.7)
X —I(x

Figura 9.7: Conectamos cada variable x con su negacién x

Luego, aplicando los criterios anteriores sobre el ejemplo 3SAT de la ecuacién (9.2.2), podemos
formar el grafo de la Figura 9.8.

El grafo de la Figura 9.8 tiene un IS de tamafio 3 siy solo si en la férmula original podemos asignar
el valor verdadero a un literal en cada cldusula, que siy s6lo si la formula puede satisfacerse.

Finalmente, como IS es NP-duro y estd en NP, se tiene que IS es NP-completo. O

Importante La reduccion debe hacerse en tiempo polinomial. Si no podemos construir IS a partir
de 3SAT en tiempo polinomial, fallamos.

9.2.3. Node Cover

Un “covering” de G = (V, E) considera todos los vértices/arcos. Un edge covering de G es un con-
junto de arcos tal que todos los vértices de G estdn en un arco (Figura 9.9a). Un node covering es un
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X1 X1 X1
X2 22 fg
X3 Xy —— X

Figura 9.8: Construccién del 3SAT de la ecuacién (9.2.2) usando los
criterios mencionados previamente.

conjunto de vértices que aparecen en todos los arcos (Figura 9.9b).
0 —1 2 0 —— 1 2
6 4

3 3

4 5 5 6
(a) Los arcos marcados con rojo, (b) Los nodos marcados con ,
representan los arcos que forman parte del representan los vértices que forman parte
edge covering. del node covering

Figura 9.9: N6tese que tanto los arcos como los nodos que forman
parte del edge covering y el node covering respectivamente, son sélo
1 ejemplo. En el grafo de la Figura 9.4 hay otros conjuntos.

Problema Node Cover (NC): Dado G= (V,E)y k <|V|, ;Hay un node cover de G de tamafio k?
Teorema 9.6. NC es NP-completo.

Demostracion. Como toda demostracién de problema NP-completo, tenemos que demostrar que
nuestro problema es NP y ademads, es NP-duro.

Como primer paso, demostrar que NC pertenece a NP, s6lo basta con comprobar que todos los
nodos cumplan con la definicién de node covering (trivial). Esto nos dice que NC € P.

El complemento de un conjunto independiente (IS) es un NC. O sea:

IS<, NC 9.2.3)
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9.2.4. ;Por qué hacemos estas reducciones?

Lo que logramos hasta el momento es pasar de demostraciones con TM a otras mds abstractas:

NTM

SAT

CS

AT

3SAT

NC

Figura 9.10: La gracia del problema SAT, es que nos permitié pasar
de hacer demostraciones de problemas NP-completos con
madquinas de Turing a demostraciones mads abstractas.
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