Ayudantia 1 A

1. Modelado

En general tendremos dos clasificaciones de problemas de modelado: Problemas de Optimizacién
(PL, PLE, PLEM o PNL) y Problemas de Satisfaccién de Restricciones (CSP). Su diferencia carac-
teristica es la existencia de una funcién objetivo en los problemas de optimizaciéon la cual debe ser
optimizada, en contraste los CSP solo requieren la satisfaccién de sus restricciones.

Una solucién a un problema sera la asignacién de valores a las variables que satisface todas las
restricciones. Resolver un CSP consistira en encontrar una solucién o determinar que el problema no tiene
soluciéon. Resolver un problema de optimizacidn consistird en encontrar aquella soluciéon que optimice
(minimice o maximice dependiendo del problema) la funcién objetivo o determinar que el problema no
tiene solucién.

Un problema de optimizacién constara de:

Funcién objetivo: representa lo que se desea optimizar.

Variables: decisiones que se pueden manipular y manejar para afectar el valor de la funcién objetivo.
Se debe indicar su naturaleza

Restricciones: limitaciones a las cuales estan sujetas las variables.

Constantes/Parametros: valores conocidos a priori de ciertos atributos que hacen mas facil el
modelamiento y definen una instancia del problema.

1.1. Ejercicio 1

Una refineria de petréleos produce dos tipos de gasolina sin plomo: regular y extra, los cuales vende
a su cadena de estaciones de servicio en US$12 y US$14 por barril, respectivamente. Ambos tipos se
preparan del inventario de petréleo nacional refinado y de petréleo importado refinado que tiene la
refineria y deben cumplir las especificaciones que se presentan en la siguiente tabla:

Presiéon maxima | Octanaje | Demanda maxima | Entregas minimas

de vapor minimo [barril /semana] [barril /semana]
Regular 23 88 100.000 50.000
Extra 23 93 20.000 5.000

Las caracteristicas del inventario de petrdleos refinados se muestran en la siguiente tabla:

| Presién de vapor | Octanaje | Inventario [barril] | Costo [US$/barril]
25 87 40.000 8

Nacional

Importado 15 98 60.000 15

Formule un modelo que permita maximizar la ganancia semanal de la refineria.

Solucién: Modelo: Para poder formular un modelo para el problema supondremos que no existen
pérdidas en el proceso de refinamiento y que tanto el octanaje como la presién de vapor se pueden
mezclar linealmente.
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De acuerdo al supuesto anterior debemos definir variables que nos permitan controlar que proporcién
de cada tipo de petréleo se empleard para fabricar cada tipo de gasolina, asi:

x;; = cantidad de petrdleo refinado tipo i(i = 1,2) para fabricar gasolina j(j = 1,2)

Donde petréleo refinado de tipo 1 corresponde al Nacional y el tipo 2 al Importado, gasolina 1
equivale a Regular y gasolina 2 a Extra. Consideremos las variables anteriores en barriles, de modo de
emplear las proporciones entregadas en el enunciado.

Como se conoce el precio de venta de cada gasolina y el costo de cada petrdleo, la funcién objetivo
se reduce a maximiar la diferencia entre ingresos y costos, es decir, las utilidades.

Max 12(£B11 + ZU21) + 14(£B12 + ZBQQ) — 8(9511 + 3312) — 15(%21 + 9322)

A continuacién construimos las restricciones. Las restricciones respecto de inventario disponible y
demanda de cada tipo de gasolina se explican por si solas:

x11 + 212 < 40000 (Inventario petréleo tipo 1)
Ty + T9o < 60000 (Inventario petréleo tipo 2)
x11 + @91 > 50000 (Demanda minima gasolina tipo 1)
x11 + 291 < 100000 (Demanda maxima gasolina tipo 1)
x12 + x9y > 5000 (Demanda minima gasolina tipo 2)
Z12 + xey < 20000 (Demanda méxima gasolina tipo 2)

Las restricciones de presion de vapor y de octanaje minimo deben ser normalizadas respecto de la
cantidad total fabricada, que no es necesariamente la cantidad méxima o minima posible de fabricar.

25x11 + 15291
T11 + X201
25119 + 15299
T12 + Too

87x11 + 98791
T11 + X201
8Tx12 + 98799
T12 + T2

< 23 (Presién de vapor maxima gasolina tipo 1)
< 23 (Presién de vapor méaxima gasolina tipo 2)
> 88 (Octanaje minimo gasolina tipo 1)

> 88 (Octanaje minimo gasolina tipo 2)

Finalmente, el modelo queda completo con las condiciones de signo:

Ti; € ZS_ Vi, j € {1,2}
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1.2. Ejercicio 2

Un excursionista planea salir de campamento. Hay 5 articulos que desea llevar consigo, pero entre
todos sobrepasan los 30 kilogramos que puede cargar. Construya un modelo que permita llevar la mayor
cantidad de articulos Utiles. La utilidad se representa en la siguiente tabla:

Articulo | 1 213145
Peso 21 |13 11| 8 | 3
Utilidad | 100 | 60 | 70 | 15 | 15

Se define la variable: X;= 1 si se elije el elemento 7, Vi € 1,...;5. 0 en caso contrario.
La funcidn objetivo es maximizar la utilidad. Ponderamos: Maxz 100X, 4+60X5+70X3+15X,+15X5

La dnica restriccion es el peso maximo que puede soportar la mochila: 21.X; + 13Xs + 11.X5 +
8X4 +3X5 <30
Notar que las variables son binarias por lo que se tiene que X; € {0,1}Vi € {1,2,3,4,5}

1.3. Ejercicio 3

El mismo excursionista del ejercicio anterior planea salir de campamento esta vez con amigos, pero
esta indeciso de cuantos amigos llevar. Como ahora se debera llevar mas comida y agua, el excursionista
no podra llevar ninguno de los 5 articulos dtiles, pero estima que sus amigos le ayudaran a cargarlos por
lo que ahora se pueden llevar todos los articulos. Cada uno de sus amigos podra llevar a lo mucho solo
25 kilogramos. El excursionista ha estimado que cada amigo extra que lleve le costara $5000. Construya
un modelo que permita llevar todos los articulos minimizando el costo.

Se definen las variables:

= X;; si es que el amigo i € {1,2,3,4,5} lleva el articulo j € {1,2,3,4,5}
= Y] si es que va el amigo i € {1,2,3,4,5}

Definimos la siguientes constantes para peso:

= El peso de cada articulo: P; € ZJVj € {1,2,3,4,5} con P, = 21, P, = 13, P = 11, P,
8 Ps=3

= El peso méximo: P, € Zg con P = 25
= Costo de llevar un amigo: C € Z{ con C' = 5000

La funcién objetivo es minimizar el coste:

5
Min CZYi
=1

El problema esta sujeto a:
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= El peso maximo que puede llevar cada amigo

5
> PiXij < PuaaYi Vi € {1,2,3,4,5)
j=1

= Que se deben llevar todos los articulos y solo se puede llevar uno de cada articulo

5
D Xi;=1Vj€{1,234,5}

=1

Notar que las variables son binarias por lo que se tiene que X;; € {0,1},Y; € {0,1} Vi,j €
{1,2,3,4,5}

1.4. Ejercicio 4

La sala de emergencias de un hospital necesita tener doctores disponibles, para que exista un in-
dividuo calificado cada vez que se requiera realizar un procedimiento. Para cada doctor disponible, el
salario y su disponibilidad es conocida. Modele de tal forma que los doctores elegidos cumplan con la
cobertura de todos los procedimientos, minimizando los sueldos.

Doc1 | Doc?2 | Doc3 | Doc4 | Docb | Doc6
Procedimiento 1 v v
Procedimiento 2 v v
Procedimiento 3 v v
Procedimiento 4 v v
Procedimiento 5 v v v
Procedimiento 6 v

Sea a;; = 1 si el doctor j puede realizar el procedimiento i y a;; = 0 si no. Ademads, sea c; el pago
del doctor j por estar disponible para el procedimiento.

Sea la variable z; = 1 si se contrata al doctor j y O de otra forma.

Formulacion:

Min 375 cjx; (Pagos)

> i—0 @ijr; > 1 Vi (Al menos un doctor para cada procedimiento 1)

xX; S {0, 1}
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1.5. Ejercicio b

El problema de la cebra: cinco hombres de distintas nacionalidades viven en las 5 primeras casas
distintas de una calle. Cada uno tiene una profesién, un animal favorito, una bebida favorita (cada uno
diferente de los otros). Se sabe que:

= El inglés vive en la casa roja

= El espaiol tiene un perro

= El japonés es pintor

= El noruego vive en la primera casa de la izquierda
= El propietario de la casa verde bebe café

= |a casa azul estd a la derecha de la blanca

= El escultor cria caracoles

» El diplomatico vive en la casa amarilla

= En la casa central beben leche

= La casa del dueno del gato esta al lado de la del bebedor de té
= El violinista bebe jugo de fruta

= El zorro esta en la casa vecina del médico

= El noruego no es vecino directo del chileno

Formule el modelo que permita determinar quien es el dueno de la cebra, y quien bebe agua. Primero,
se establecen las variables del CSP, y sus respectivos dominios:

= Nacionalidad N;,i € {Ingles, Espanol, Japones, Noruego, Chileno}

Mascota M;, i € {Perro, Caracoles, Gato, Zorro, Cebra}

Bebida B;,i € {Cafe,Te, Leche, Jugo, Agua}

Color C;,i € {Roja, Verde, Azul, Amarilla, Blanca}

Profesion P;,i € {Pintor, Escultor, Diplomatico, Violinista, Medico}
Cada variable debe ser distinta al resto:

« NiAN; Vi

w M; # Mj Vi# g




Ayudantia 1 A

« B A B Vit
n O FCViF]
» Bi#E P Vi

Luego, se modela cada restricciéon dependiendo de las variables que se relacionan. Asumimos que
las casas estdn numeradas del 1 al 5, de izquierda a derecha:

= El inglés vive en la casa roja: Ny = (}

= El espanol tiene un perro: Ny = M,

= El japonés es pintor: N3 = P,

= El noruego vive en la primera casa de la izquierda: Ny =1
= El propietario de la casa verde bebe café: Cy = B;

» |a casa azul estd a la derecha de la blanca: C3 = C5 + 1
» El escultor cria caracoles: P, = Ms

= El diplomatico vive en la casa amarilla: P3 = C;

m En |la casa central beben leche: Bs = 3

= La casa del duefo del gato estd al lado de la del bebedor de té: [M3 — By| =1
= El violinista bebe jugo de fruta: P, = By

= El zorro esta en la casa vecina del médico: |Ps — My| = 1.

= El noruego no es vecino directo del chileno: [N, — N5| # 1

Por ultimo el modelo esta completo senalando la naturaleza de las variables:

N; € {1,2,3,4,5}

M; € {1,2,3,4,5}

B; € {1,2,3,4,5}

C; €{1,2,3,4,5}

P, €{1,2,3,4,5}
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1.6. Ejercicio 6

Defina el modelo del siguiente problema CSP seglin el mapa de coloreo adjunto. Asuma que el
conjunto de colores contiene rojo, verde y azul, y que ninguna regién puede estar adyacente a otra con

el mismo color.

Morthern
Territory

Queensland

Wastern
Australia

Sauth
Australia

Mew South Wales

Wickoria

Definiendo:
= Variables: WA, NT,QQ, NSW,V,SA,T

» Dominios: D = rojo,verde, azul

= Restricciones: las regiones adyacentes deben tener colores distintos. Por ejemplo: WA # NT

1.7. Ejercicio 7

Se tienen 4 trenes, T1, T2, T3 y T4. Ademas, se tienen 3 locomotoras, L1, L2 y L3. La siguiente

tabla muestra la planificacién horaria de cada tren:

Tren En uso

T1 | 8am-10am
T2 | 9am-1pm
T3 | 12am-2pm

T4 | 11am-3pm

Se debe cumplir, ademas:

= (Cada tren debe ser tirado por una locomotora
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Cada locomotora puede tirar solo un tren a la vez

Si una locomotora no esta en uso, se puede usar inmediatamente para servir cualquier tren

L3 no es lo suficientemente potente para tirar el T3

L2 y L3 son insuficientes para remolcar el tren T4

Modele el CSP.
En primera instancia, se definen las variables:

= A;: Locomotora asignada al tren i, donde i =1,2,3,4y A; =1,2,3
Las restricciones quedan, entonces:

= Cada tren debe ser tirado por una locomotora : Se cumple implicitamente con la definicion de las
variables

= Cada locomotora puede tirar solo un tren a la vez : Ay # Ag; Ay # Az, Ay # As; Ay # Ay,
Az # Ay

= L3 no es lo suficientemente potente para tirar el T3 : A3 # 3

= L2 y L3 son insuficientes para remolcar el tren T4 : Ay #2; Ay # 3

1.8. Ejercicio 8

Daniela, Consuelo y Catalina nacieron y viven en ciudades diferentes (Valparaiso, Valdivia y Santia-
go). Ademds, ninguna vive en la ciudad donde nacié. Daniela es mas alta que la que vive en Valdivia.
Catalina es cufiada de la que vive en Santiago. La que vive en Valdivia y la que nacié en Valparaiso
tienen nombres que comienzan por distinta letra. La que nacié en Valparaiso y la que vive ahora en
Santiago tienen nombres que comienzan por la misma letra. Formule un modelo lineal que le permita
saber dénde nacid y vive cada una.

Dado que necesitamos saber dénde nacid y vive cada una, esto nos plantea dos variables de inme-
diato. Ademas, hay ciertas frases que relacionan a las 3 mujeres, y como deseamos saber lo anterior,
necesitamos los nombres. Dado que no existe funcién objetivo, se modela como CSP:

= N;: Ciudad natal i € {Valparaiso, Valdivia, Santiago}
= V;: Ciudad de residencia actual i € {Valparaiso, Valdivia, Santiago}

= M: Conjunto de nombres M = { Daniela, Consuelo, Catalina }. Definimos M; = Daniela,
My = Consuelo, Mz = Catalina

Notar que: N;,V; € M
Se analiza cada frase para obtener las restricciones:
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= Daniela es mas alta que la que vive en Valdivia. Esto dice que Daniela NO vive en Valdivia:
My # Vs

= Catalina es cuiada de la que vive en Santiago. Esto dice que Catalina NO vive en Santiago:
M; # V3

= La que vive en Valdivia y la que nacié en Valparaiso tienen nombres que comienzan por distinta
letra. Esto dice que la persona que vive en Valdivia es distinta a la que nacié en Valparaiso:
Vo # Ny

= [a que nacié en Valparaiso y la que vive ahora en Santiago tienen nombres que comienzan por la
misma letra. Esto significa que tanto Catalina como Consuelo pueden haber nacido en Valparaiso
y pueden vivir ahora en Santiago, por ende, Daniela no nacié en Valparaiso o vive en Santiago:
My # Ny y My # V3

= Ninguna vive en la ciudad donde nacié. Simples relaciones para las variables que definimos:
Ny #Vi No# Vo N3 # Vs

» [as personas son distintas entre si N; # N;Vi # jy V; # V;Vi # j

1.9. Ejercicio Propuesto 1

The Vehicle Routing Problem. El objetivo es minimizar el costo de distribucién para los distribuidores
individuales, y puede ser descrito como el "problema de asignar la entrega o lista de rutas desde un
almacén o punto inicial, a un nimero de clientes en distintos lugares geograficos. Todo esto sujeto a
condiciones y restricciones de despacho.”

Route 1

Route 2

O Route 3
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El problema bdsico se define con el grafo dirigido G = (V, A), donde V' = vy, vs,...., v, es el con-
junto de vértices representando a los IV clientes, v; es el almacén, donde estdn M vehiculos idénticos,
cada uno con capacidad @, E = {(v;,v;) v;,v; € V,i # j} son las rutas conectando los vértices. Cada
vértice, excepto el almacén, tienen una demanda no-negativa ¢; y un tiempo de servicio no-negativo s.
C;; es el costo del viaje o tiempo del viaje.

El VRP basico consiste en enrutar los vehiculos, una ruta para cada uno, partiendo y terminando
en el almacén. Esto, para que todos los clientes tengan satisfechas sus demandas y el tiempo total de
viaje sea minimizado.

Defina el modelo.

1.10. Ejercicio Propuesto 2

El Meeting Scheduling Problem es un problema de toma de decisiones que afecta a varias personas,
en el cual es necesario decidir “cuando?” y “dénde?” deberan ser planificadas un conjunto de reuniones.
Considere los siguientes parametros del problema.

= El conjunto de personas: P = {p1,p2,...,pn}
= El conjunto de reuniones: R = {ry,ry, ..., 7%}

= El conjunto A = {ay,as,...,a;} de los k grupos de personas que deben asistir a cada reunién,
i.e, las personas en a; deben participar en la reunién r;,1 <t < kya; C P.

= El conjunto de lugares donde las reuniones pueden ser planificadas: L = {l,1ls,...,l,,}. La matriz
T = {t;;} indica el tiempo necesario para ir desde el lugar [; al [;.

La planificacién de las reuniones estd sujeta a:
= Dos reuniones con participantes en comun no deben ser planificadas al mismo tiempo.

» Cada persona p; que participa en la reunién r; debe tener suficiente tiempo para llegar al lugar
donde se realiza su siguiente reunién.

Defina el modelo.
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